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• Dla funkcji zÃlożonej z(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)) jej pochodne cza‘stkowe sa‘ dane wzorami:
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1. Obliczyć pochodne cza‘stkowe naste‘puja‘cych funkcji zÃlożonych z(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)), dla:

f(x, y) = xy, x(u, v) = uv, y(u, v) = u + v
f(x, y) = xy, x(u, v) = sin(u + v), y(u, v) = cos(u− v)
f(x, y) = xy, x(u, v) = u− v, y(u, v) = u + v

f(x, y) =
√

x2 + y2, x(u, v) = sin(u + v), y(u, v) = cos(u− v)

• Punkt (a, b) ∈ Df jest punktem krytycznym funkcji f jeśli
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2. Wyznaczyć punkty krytyczne naste‘puja‘cych funkcji:

f(x, y) = sinxy f(x, y) = cos x + cos y f(x, y) =
√

x2 + y2 f(x, y) = exy

f(x, y) = cosxy f(x, y) = sin x · sin y f(x, y) =
√
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√
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• Punkt (a, b) ∈ Df jest punktem siodÃlowym funkcji f jeśli ta funkcja ma w tym punkcie maksimum
w kierunku jakiegoś wektora ~u i ma minimum w kierunku innego wektora ~v (to znaczy że
D~uf(a, b) = 0 = D~vf(a, b) i pochodne te odwrotnie zmieniaja‘ znak).
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. Jeśli (a, b) jest punktem krytycznym

funkcji f to mamy naste‘puja‘ce możliwości istnienia ekstremum lokalnego w tym punkcie:

Max. Jeśli D(f)(a, b) > 0 oraz
∂2f

∂x2
(a, b) < 0 to f ma lokalne maksimum w (a, b).

Min. Jeśli D(f)(a, b) > 0 oraz
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(a, b) > 0 to f ma lokalne minimum w (a, b).

SiodÃlo. Jeśli D(f)(a, b) < 0 to (a, b) jest punktem siodÃlowym funkcji f .

3. Wyznaczyć ekstema lokalne oraz punkty siodÃlowe naste‘puja‘cych funkcji:
f(x, y) = (2x + y2)ex f(x, y) = cosxy f(x, y) = lnxy

f(x, y) = (x− y + 1)2 + (2x + y − 4)2 f(x, y) = sinxy f(x, y) =
√

xy

f(x, y) = (cosx + cos y)2 + (sinx + sin y)2 f(x, y) =
√

x2 + y2

• Funkcja ϕ : R 7→ R2 określona jako ϕ(t) = (x(t), y(t)) definiuje krzywa‘ na pÃlaszczyźnie (jeśli
funkcje x(t) i y(t) sa‘ różniczkowalne).

4. Wyznaczyć krzywe na pÃlaszczyźnie R2, określone przez naste‘puja‘ce funkcje ϕ(t) = (x(t), y(t)),
dla:
a) x(t) = cos t, y(t) = 2 sin t, b) x(t) = t cos t, y(t) = t sin t, c) x(t) = t, y(t) = t2,
d) x(t) = 1 + cos t, y(t) = 2− sin t , e) x(t) = et cos t, y(t) = et sin t , f) x(t) = t, y(t) = 2t

• Funkcja ϕ : R 7→ R3 określona jako ϕ(t) = (x(t), y(t), z(t)) definiuje krzywa‘ w przestrzeni
trójwymiarowej (jeśli funkcje x(t), y(t) i z(t) sa‘ różniczkowalne).

5. Wyznaczyć (to znaczy spróbować naszkicować) krzywe w przestrzeni trójwymiarowejR3, określone
przez naste‘puja‘ce funkcje ϕ(t) = (x(t), y(t), z(t)), dla:

a) x(t) = cos t, y(t) = sin t, z(t) = t, b) x(t) = cos t, y(t) = t sin t, z(t) = t,
c) x(t) = 2t, y(t) = t, z(t) = t2 d) x(t) = e−t cos t, y(t) = e−t sin t, z(t) = t.
wskazówka: zbadać jakie relacje speÃlniaja

‘
funkcje wspóÃlrze

‘
dne x, y, z.
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