
Lista 11. Rozwi¡zanie zadania 2b czyli równania (x + y)y′ + y = 0.

1. Podstawienie: y = xu Otrzymujemy y′ = u + xu′

2. Nowa posta¢ równania: (x + xu)(u + xu′) + xu = 0.

3. Dzielimy przez x: (1 + u)(u + xu′) + u = 0.

4. Przeksztaªcamy:

u + xu′ = − u

1 + u

x
du

dx
= −u− u

1 + u
= −u(u + 2)

u + 1
(u + 1)

u2 + 2u
du = −dx

x
(u + 1)

u2 + 2u
du =

5. Obliczamy caªki:

−
∫

dx

x
= − ln |x|+ c = ln

1

|x|
+ c

podstawienie w = u2 + 2u, dw = 2(u + 1)du∫
(u + 1)

u2 + 2u
du =

1

2

∫
dw

w
=

1

2
ln |w| = 1

2
ln |u2 + 2u|

6. Porównujemy obliczone caªki:

1

2
ln |u2 + 2u| = ln

1

|x|
+ c | · 2

ln |u2 + 2u| = ln
1

x2
+ 2c =

1

x2
+ c

|u2 + 2u| =
1

x2
· ec ec → C ∈ R

u2 + 2u =
C

x2

7. Rozwi¡zujemy równanie kwadratowe wzgl¦dem u:

0 = u2 + 2u− C

x2

∆ = 4 +
4C

x2
= 4

(
1 +

C

x2

)
∆ ≥ 0 ⇔ 1 +

C

x2
≥ 0

8. Przypadki:

C > 0 ⇒ ∆ = 4 +
4C

x2
≥ 1 > 0

C = 0 ⇔ u(u + 2) = 0 ⇔ u ≡ 0 lub u ≡ −2 funkcje staªe

C < 0 ⇒ ∆ = 4 +
4C

x2
≥ 0 ⇔ 1 ≥ −C

x2
⇔ x2 ≥ −C = |C|
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9. Wyznaczamy funkcje uC(x) dla C ∈ R:

10. Podstawiamy do funkcji yC(x) = xuC(x):

C > 0 ⇒ u±C(x) =
−2± 2

√
1 + C

x2

2
= −1±

√
1 +

C

x2
, Du±

C
= R \ {0}

C > 0 ⇒ y±C (x) = xu±C(x) = −x± x

|x|
√
x2 + C, Dy±C

= R \ {0}

Dy±c
= (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

C = 0 ⇔ y0(x) ≡ 0 lub y0(x) ≡ −2x, Dy0 = R

C < 0 ⇒ u±C(x) =
−2± 2

√
1 + C

x2

2
= −1±

√
1 +

C

x2

C < 0 ⇒ Du±
C

= {x2 ≥ −C = |C| > 0} = (−∞,−
√
|C|] ∪ [

√
|C|,+∞)

C < 0 ⇒ y±C (x) = xu±C(x) = −x± x

|x|
√
x2 + C, Dy±c

= (−∞,−
√
|C|] ∪ [

√
|C|,+∞).

11. Uwaga: Zauwa»my, »e x = 0 /∈ Dy±C
dla ka»dego C ∈ R

12. Przypadki szczególne: y+C oraz y−C :

� C > 0 wówczas

y±C (x) =

{
−x±

√
x2 + C dla x ∈ (0,+∞)

−x∓
√
x2 + C dla x ∈ (−∞, 0)

lim
x→0+

y±C (x) = ±
√
C, lim

x→0−
y±C (x) = ∓

√
C

Zauwa»my tak»e, »e dla C > 0 funkcje y±C (x) s¡ nieparzyste, poniewa»

x > 0⇒ −x < 0 ⇒ y±C (−x) = −(−x)∓
√
x2 + C = −

(
−x±

√
x2 + C

)
= −y±C (x)

x < 0⇒ −x > 0 ⇒ y±C (−x) = −(−x)±
√
x2 + C = −

(
−x∓

√
x2 + C

)
= −y±C (x)

(a) Dla funkcji y+C mamy wzory

y+C (x) =

{
−x +

√
x2 + C dla x ∈ (0,+∞)

−x−
√
x2 + C dla x ∈ (−∞, 0)

lim
x→0+

y+C (x) =
√
C, lim

x→+∞
y+C (x) = 0

lim
x→0−

y+C (x) = −
√
C, lim

x→−∞
y+C (x) = 0

Na przedziale (0,+∞) funkcja y+C (x) maleje od
√
C do 0, a na przedziale (−∞, 0)

funkcja y+C (x) maleje do −
√
C. Funkcja ta ma asymptot¦ poziom¡ y = 0 w ±∞.
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(b) Podobnie dla funkcji y−C mamy wzory

y−C (x) =

{
−x−

√
x2 + C dla x ∈ (0,+∞)

−x +
√
x2 + C dla x ∈ (−∞, 0)

lim
x→0+

y−C (x) = −
√
C, lim

x→0−
y−C (x) =

√
C.

Ponadto, funkcja y−C (x) ma asymptot¦ uko±n¡ y = −2x zarówno w +∞ jak i w
−∞.

� C < 0 wówczas

y±C (x) =

{
−x±

√
x2 + C dla x ∈ [

√
|C|,+∞)

−x∓
√
x2 + C dla x ∈ (−∞,−

√
|C|]

Zauwa»my tak»e w przypadku C > 0 funkcje y±C (x) s¡ nieparzyste, poniewa»

x > 0⇒ −x < 0 ⇒ y±C (−x) = −(−x)∓
√
x2 + C = −

(
−x±

√
x2 + C

)
= −y±C (x)

x < 0⇒ −x > 0 ⇒ y±C (−x) = −(−x)±
√
x2 + C = −

(
−x∓

√
x2 + C

)
= −y±C (x)

(a) Dla C < 0 i funkcji y+C mamy wzory

y+C (x) =

{
−x +

√
x2 + C dla x ∈ [

√
|C|,+∞)

−x−
√
x2 + C dla x ∈ (−∞,−

√
|C|]

Ponadto dla C < 0 jest |C|+ C = 0, wi¦c

y+C (
√
|C|) = −

√
|C|+

√
|C|+ C = −

√
|C|,

y+C (−
√
|C|) =

√
|C|+

√
|C|+ C =

√
|C|.

Analogicznie jak dla C > 0, tak»e dla C < 0 jest asymptota pozioma w ±∞

lim
x→+∞

y+C (x) = 0, lim
x→−∞

y+C (x) = 0.

Na przedziale [
√
|C|,+∞) funkcja y+C (x) jest ujemna i ro±nie od −

√
|C| do 0,

a na przedziale (−∞,−
√
|C|] jest dodatnia i ro±nie od 0 do

√
|C|.

(b) Podobnie, dla C < 0 i funkcji y−C mamy wzory

y−C (x) =

{
−x−

√
x2 + C dla x ∈ [

√
|C|,+∞)

−x +
√
x2 + C dla x ∈ (−∞,−

√
|C|]

W szczególno±ci

y−C (
√
|C|) = −

√
|C|, y−C (−

√
|C|) =

√
|C|.

Funkcja y−C (x) ma tak»e asymptot¦ uko±n¡ y = −2x zarówno w +∞ jak i w
−∞.
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