Lista 11. Rozwiazanie zadania 2b czyli rownania (x 4+ y)y' +y = 0.

1. Podstawienie: y = zu Otrzymujemy v’ = u + zu/
2. Nowa postaé réwnania: (z + zu)(u + zu') + zu = 0.
3. Dzielimy przez x: (1 + u)(u + zu’) + u = 0.

4. Przeksztalcamy:
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7. Rozwiagzujemy réwnanie kwadratowe wzgledem u:
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8. Przypadki:

4C
C>0 = A=4+—221>0
xXr

C=0 & uu+2)=0 < u=0 lub u=-2 funkcje stale

4C —C
C<0 = A=44+—2>06 1>— & 22>-C=|C]
X x



9. Wyznaczamy funkcje uc(z) dla C € R:

10. Podstawiamy do funkcji yo(z) = zuc(z):

—2£2,/1+ 5 C
C>0 = ui(r)= 5 = -4y /14, D, =R\ {0}

C>0 = yé(w):xué(m‘):—xi%vx?qtc, Dyg:]R\{O}

D+ = (—00,0)U(0,+00)

Ye

C=0 & y()=0 lub y(z)=-22, D,=R

N —2£2,/1+ 5 c
C<0 = ug(x)= =14 1+P

2
C<0 = Da={a®>-C=|C|> 0} = (~00,—/[C]| U [\/IC], +o0)
C<0 = yb(r)=auf(z) = —o+ Va2 +C, Dy = (—o00,—/|C]| U[V/|C],+o0).

]

11. Uwaga: Zauwazmy, ze x = 0 ¢ D, dla kazdego CeR

12. Przypadki szczegolne: y/, oraz y,:
e (' > 0 wowczas

i) —zr 422+ C dla € (0,+00)
Ve = o5 V@0 dla z € (—o0,0)

lim yi(z) = +VC, lim yi(z) = TVC

z—0t z—0—

Zauwazmy takze, ze dla C' > 0 funkcje y%(x) sa nieparzyste, poniewaz

r>0=-2<0 = yi(-2)=—(—2)F Va2 + :—(—xi\/ﬂ—i—C’):—yé(:c)
r<0=-2>0 = yi(-2)=—(—2)+£Va2+ :—<—x:F\/x2+C>:—y$(x)

(a) Dla funkcji y/; mamy wzory

) —2+ V22 +C dla z € (0,400)
VW =N o V210 dla z € (—00,0)

lim y} = VvC li S(x)=0
lim 2 (2) ;o lim e ()

lim yi(z) = —VC, lim yi(z) =0
x—0~ T—r—00

Na przedziale (0, +oo) funkcja y; () maleje od v/C' do 0, a na przedziale (—oo, 0)
funkcja y/ () maleje do —+/C. Funkcja ta ma asymptote poziomg y = 0 w Fo00.
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(b) Podobnie dla funkeji y, mamy wzory

. —r— 22+ C dla =z € (0,400)
Vel = 2+ V@0 dla z € (—o0,0)

lim yg(z) = —VC, lim y;(z) = VC.

z—0t z—0—

Ponadto, funkcja y. (z) ma asymptote ukosna y = —2x zaréwno w +oo jak i w
—00.

o ( < 0 woHwcezas

E(r) = —r+ V22 +C dla ze[{/|C],+00)
yc o _x:F\/I'Q—’—C dla Xz E <_OO7_\/ |CH

Zauwazmy takze w przypadku C' > 0 funkcje y7(7) sa nieparzyste, poniewaz

r>0=-2<0 = yi(-2)=—(—2)F Va2 + =—<—xi\/x2+0>:—y§(x)
r<0=—-2>0 = yi(-2)=—(—2)£Va2+ :—(—x:F\/xQ—l—C):—yg(x)

(a) Dla C < 0 i funkeji y, mamy wzory

o) — —z+vV22+C dla z € [\/|C], +o0)
Yo —2— 22+ C dla z € (—o0,—/|C]]

Ponadto dla C' < 0 jest |C] + C = 0, wiec

ve(VIC) = =VICI+VIC[+C = —V/]C]|,
ve(=VIC) = VICl+VIC[+C =/IC].

Analogicznie jak dla C' > 0, takze dla C' < 0 jest asymptota pozioma w +o00

: +() — : () —
Jim ye(z) =0, lim oyl (r) =0.

Na przedziale [\/|C|, +o00) funkcja yZ(z) jest ujemna i rosnie od —4/|C| do 0,
a na przedziale (—oo, —/|C|] jest dodatnia i rosnie od 0 do +/|C/.
(b) Podobnie, dla C' < 0 i funkeji y, mamy wzory

- —2—vV22+C dla z € [/|C], +00)
Yolt) = —r++vVa2+C dla z € (—oo0,—+/|C]]

W szczegolnoscei

vo(VIC) = —VICl. wa(=VICD) = VICI.

Funkcja y,(x) ma takze asymptote ukosna y = —2z zaréwno w +oo jak i w
—00.



