MATEMATYKA. I rok Chemii
LISTA ZADAN 09 - CALKI OZNACZONE.

b
e Aby obliczyé¢ catke oznaczona / f(x)dx wystarczy znalezé calke nieoznaczona (a w zasadzie jakas jedna
a
b
pierwotna) F(z) = /f(x)dx i podstawi¢ do niej wartosci graniczne; wéwczas / f(z)dz = F(b) — F(a).
a

1. Znajdujac calki nieoznaczone danych funkcji podcatkowych f obliczy¢ nastepujace calki oznaczone:

(1) /abdm, ) /Olel’dx, (3) /15(.7@—1)3 do, (4) /132x3 dz,  (5) /lexlnxdx,
b

(6)/a v ds, (7) /fidm, (8) /Oﬂsinxdzz; () /011—|—1x2 dr (10) /01(3x2+2x+1) do

/
e Jedli funkcja podcatkowa jest postaci J ((x)) to calke oznaczona obliczamy ze wzoru:
g(x
b v
g'(z) g(b)
dx =1n|g(b)] —In|g(a :ln’.
e 9(0)] = 1nlg(@)] = n| %2

2. Korzystajac z powyzszego wzoru obliczy¢ calki:

3 2 2 s 2 z
T 2x 4 shx 3 1
1 —d 2 —d 3 tgx d 4 —d 5 — dx.
W [ @ S @ [ e @ [ ()/; T

Uwaga: w przykladzie (5) przyjaé g(x) = tgz.
b b
e Wz6r na catkowanie przez czesci dla catki oznaczonej: / f(x)g(x) dz = f(b)g(b)—f(a)g(a)—/ f(x)g () d.

3. Calkujac przez czesci obliczy¢ nastepujace catki oznaczone:

us

4 2 3 1 z
(1) / Inz dz, (2) / z2e® dr, (3) / *Inz dr, (4) / arctgr dz, (5) /2 rsinx dx.
1 0 1 0 0
e Wzér na catkowanie przez podstawienie dla catki oznaczonej: jesli funkcja F' jest jaka$ pierwotna funkcji f,

b g(b)
a funkcja podcaltkowa jest postaci f(g(z))g'(z), to / flg(x))d (z) do = /( | fly) dy = F(g(b)) — F(g(a)).
a gla

4. Korzystajac ze wzoru na catkowanie przez podstawienie obliczy¢ calki oznaczone:
4 Inz 2 ) 3 ) 3 ) 3 g
(1) / — dz, (2) / ze® dx, (3) / x*(22° +4)° dz, (4) / xV9 —x? dx, (5) / sinx cosx dx.
1z 0 0 0 0
e Jedli funkcja f jest ciagla i okreslona na przedziale [A, B], to funkcja okreslona dla a,x € [A, B] przez calke
x
oznaczona, F(x) := / f(t)dt jest pierwotna funkeji f; czyli F'(x) = f(z).
a
9(z)
e Jedli funkcja F' jest okreslona jako catka oznaczona postaci F'(z) = / f(t) dt dla pewnej funkcji g, to jej
a
pochodna wyraza sie wzorem: F'(x) = f(g(z)) - ¢'(x)

5. Korzystajac z powyzszego wzoru obliczy¢ pochodne nastepujacych funkcji:
2 2

(1) F(m):/lxt(l L2, (2) F(x):/ox i (3) F(m):/ox Lsint di

1+22

sinx 1422
(4) F(x) :/0 (1—1t%) dt, (5) F(z) :/0 t2dt, (6) F(z)= V14t dt.

1



10.

11.

Jesli funkcja f jest ciagla na przedziale (a,b] i nieograniczona lim+ f(x) = oo, to calke niewlasciwa z tej
r—a
b
funkeji okreslamy jako granice lier f(z)dz, o ile ta granica istnieje.
c—at J.

Obliczy¢ nastepujace catki oznaczone niewlasciwe (funkcji nieograniczonych)

IS

(1) /d dx ) / dx (3) O da (4) 2 de (5) /1 dx (6) /0 dx
0o V4—9z2 o cos?2z’ o Va? 1 V1-a’ V1 =22 i x+ %
Jesli funkcja f jest ciagla na przedziale nieskoficzonym [a, +00), to catke niewlasciwa z tej funkcji okreslamy
+o00

jako granice liin f(z)dz o ile ta granica istnieje.
c—+00 c

Obliczy¢ nastepujace catki oznaczone niewlasciwe (w przedziale nieskoniczonym)

Foo Foo 2 *© dr Foo dx —ldx
1 d 2 d —_ 4 —_ —
O A A - O -

Jesli funkcja f jest nieujemna f > 0 i ciagla na przedziale D = [a,b], to objeto$¢ Vx bryly obrotowej

b
powstalej przez obrét jej wykresu wokot osi OX jest dana wzorem: Vy =7 / [f(x))? de.
a

. Zmalezé objetosé piramidy (stozka o podstawie kwadratowej) o wysokosci 4 i boku podstawy 3.

Wyznaczyé¢ objetosci bryt obrotowych, powstatych w wyniku obrotu wokét osi OX wykreséw nastepujacych
funkcji f o dziedzinach D:

(1) f(x)=ua5, D =10,1], (2) flx) D=

3) flz)=cosz, D= [o, g] 4) fl@)=z¥1+2%, D=2,

(5) f(z)=z3—-=x), D=]0,3], (6) f(x)=+V1+sin’z, D=][0,1]

(1) f(z)=cosz, D= [o, %] ®) flx)=vz¥i—-=z, D=10,1],

(9) f(z)=sinz, D =[0,n], (10)  f(z) =1+ a2, D =1,2],
(11) f(z)=142%  D=1[-1,2], (12)  f(z) =1 — a2, D =[-1,1]

Jesli funkcja f jest nieujemna f > 0 i ciagla na przedziale D = [a,b] dla 0 < a < b, to objetosé¢ Vy bryty
obrotowej powstalej przez obrét jej wykresu wokot osi OY jest dana wzorem:

b
Vy = 277/ xf(x) dr.

Wyznaczyé¢ objetosci bryt obrotowych powstatych w wyniku obrotu wokot osi OY wykreséw nastepujacych
funkcji f o dziedzinach D:

(1) f(2) = 5. D =[1.3)] (@) f@) = (=12 D=2, () f@)=2->, D=[23

(4) f@) = V1+a2 D= 0,V3|, (5) f(z) = ﬂl_j D= [0, ‘ﬂ (6) f(z) =sinz, D= B?ﬂ

b
Dlugosé L krzywej bedacej wykresem funkcji f na przedziale [a, b] jest dana wzorem: L = / V14 [f(2)]? da.
a

Wyznaczyé¢ diugosé krzywej bedacej wkresem funkcji f w podanym przedziale:

(1) f(z) =22 +3, 1<z <5, 2) f(x):gx%, 1<z <4, (3) f(z) = (22— 1)3, %ngél,
(4) f(x):é(a:2+2)%, 0<z<3, (5 f(z)=In(cosz), 0 <z < %, (6) f(a:):a:?’—i-é, 1<z<3



