
MATEMATYKA. I rok Chemii
LISTA ZADAŃ 09 – CA LKI OZNACZONE.

• Aby obliczyć ca lke
‘

oznaczona
‘

∫ b

a
f(x)dx wystarczy znaleźć ca lke

‘
nieoznaczona

‘
(a w zasadzie jaka

‘
ś jedna

‘

pierwotna
‘
) F (x) =

∫
f(x)dx i podstawić do niej wartości graniczne; wówczas

∫ b

a
f(x)dx = F (b)− F (a).

1. Znajduja
‘
c ca lki nieoznaczone danych funkcji podca lkowych f obliczyć naste

‘
puja

‘
ce ca lki oznaczone:

(1)

∫ b

a
dx, (2)

∫ 1

0
ex dx, (3)

∫ 5

1
(x− 1)3 dx, (4)

∫ 3

1
2x3 dx, (5)

∫ e

1
x lnx dx,

(6)

∫ b

a
x dx, (7)

∫ 4

1

1

x
dx, (8)

∫ π

0
sinx dx (9)

∫ 1

0

1

1 + x2
dx (10)

∫ 1

0
(3x2 + 2x+ 1) dx

• Jeśli funkcja podca lkowa jest postaci
g′(x)

g(x)
to ca lke

‘
oznaczona

‘
obliczamy ze wzoru:∫ b

a

g′(x)

g(x)
dx = ln |g(b)| − ln |g(a)| = ln

∣∣∣∣ g(b)

g(a)

∣∣∣∣.
2. Korzystaja

‘
c z powyższego wzoru obliczyć ca lki:

(1)

∫ 3

0

x

1 + x2
dx, (2)

∫ 2

1

2x2

x3 + 2
dx, (3)

∫ π
4

0
tgx dx, (4)

∫ 2

0

shx

chx
dx, (5)

∫ π
3

π
4

1

sinx cosx
dx.

Uwaga: w przyk ladzie (5) przyja
‘
ć g(x) = tgx.

• Wzór na ca lkowanie przez cze
‘
ści dla ca lki oznaczonej:

∫ b

a
f ′(x)g(x) dx = f(b)g(b)−f(a)g(a)−

∫ b

a
f(x)g′(x) dx.

3. Ca lkuja
‘
c przez cze

‘
ści obliczyć naste

‘
puja

‘
ce ca lki oznaczone:

(1)

∫ 4

1
lnx dx, (2)

∫ 2

0
x2ex dx, (3)

∫ 3

1
x2 lnx dx, (4)

∫ 1

0
arctgx dx, (5)

∫ π
2

0
x sinx dx.

• Wzór na ca lkowanie przez podstawienie dla ca lki oznaczonej: jeśli funkcja F jest jaka
‘
ś pierwotna

‘
funkcji f ,

a funkcja podca lkowa jest postaci f(g(x))g′(x), to

∫ b

a
f(g(x))g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)
f(y) dy = F (g(b))−F (g(a)).

4. Korzystaja
‘
c ze wzoru na ca lkowanie przez podstawienie obliczyć ca lki oznaczone:

(1)

∫ 4

1

lnx

x
dx, (2)

∫ 2

0
xex

2
dx, (3)

∫ 3

0
x2(2x3 + 4)2 dx, (4)

∫ 3

0
x
√

9− x2 dx, (5)

∫ π
2

0
sinx cosx dx.

• Jeśli funkcja f jest cia
‘
g la i określona na przedziale [A,B], to funkcja określona dla a, x ∈ [A,B] przez ca lke

‘
oznaczona

‘
F (x) :=

∫ x

a
f(t)dt jest pierwotna

‘
funkcji f ; czyli F ′(x) = f(x).

• Jeśli funkcja F jest określona jako ca lka oznaczona postaci F (x) =

∫ g(x)

a
f(t) dt dla pewnej funkcji g, to jej

pochodna wyraża sie
‘

wzorem: F ′(x) = f(g(x)) · g′(x)

5. Korzystaja
‘
c z powyższego wzoru obliczyć pochodne naste

‘
puja

‘
cych funkcji:

(1) F (x) =

∫ x

1
t(1 + t2)5 dt, (2) F (x) =

∫ x2

0
t−3 dt, (3) F (x) =

∫ x2

0
t sin t dt

(4) F (x) =

∫ sinx

0
(1− t2) dt, (5) F (x) =

∫ √1+x2
0

t2 dt, (6) F (x) =

∫ 1+x2

1

√
1 + t dt.



• Jeśli funkcja f jest cia
‘
g la na przedziale (a, b] i nieograniczona lim

x→a+
f(x) = ∞, to ca lke

‘
niew laściwa

‘
z tej

funkcji określamy jako granice
‘

lim
c→a+

∫ b

c
f(x)dx, o ile ta granica istnieje.

6. Obliczyć naste
‘
puja

‘
ce ca lki oznaczone niew laściwe (funkcji nieograniczonych)

(1)

∫ 2
3

0

dx√
4− 9x2

, (2)

∫ π
4

0

dx

cos2 2x
, (3)

∫ 0

−2

dx
3
√
x4

, (4)

∫ 2

1

dx
3
√

1− x
, (5)

∫ 1

−1

dx√
1− x2

, (6)

∫ 0

−1

dx

x+ x2
,

• Jeśli funkcja f jest cia
‘
g la na przedziale nieskończonym [a,+∞), to ca lke

‘
niew laściwa

‘
z tej funkcji określamy

jako granice
‘

lim
c→+∞

∫ +∞

c
f(x)dx o ile ta granica istnieje.

7. Obliczyć naste
‘
puja

‘
ce ca lki oznaczone niew laściwe (w przedziale nieskończonym)

(1)

∫ +∞

0
e−x dx, (2)

∫ +∞

0
xe−x

2
dx, (3)

∫ ∞
−∞

dx

x2 + 4
, (4)

∫ +∞

2

dx

x2 + x− 2
, (5)

∫ −1
−∞

dx

x6
,

• Jeśli funkcja f jest nieujemna f ≥ 0 i cia
‘
g la na przedziale D = [a, b], to obje

‘
tość VX bry ly obrotowej

powsta lej przez obrót jej wykresu wokó l osi OX jest dana wzorem: VX = π

∫ b

a
[f(x)]2 dx.

8. Znależć obje
‘
tość piramidy (stożka o podstawie kwadratowej) o wysokości 4 i boku podstawy 3.

9. Wyznaczyć obje
‘
tości bry l obrotowych, powsta lych w wyniku obrotu wokó l osi OX wykresów naste

‘
puja

‘
cych

funkcji f o dziedzinach D:

(1) f(x) = x
2
3 , D = [0, 1], (2) f(x) =

√
3− x, D = [0,

√
3],

(3) f(x) = cosx, D =
[
0,
π

2

]
, (4) f(x) = x

4
√

1 + x3, D = [1, 2],

(5) f(x) = x(3− x), D = [0, 3], (6) f(x) =
√

1 + sin2 x, D = [0, 1]

(7) f(x) = cosx, D =
[
0,
π

4

]
, (8) f(x) =

√
x 4
√

1− x, D = [0, 1],

(9) f(x) = sinx, D = [0, π], (10) f(x) =
√

1 + x2, D = [1, 2],

(11) f(x) = 1 + x2, D = [−1, 2], (12) f(x) =
√

1− x2, D = [−1, 1]

• Jeśli funkcja f jest nieujemna f ≥ 0 i cia
‘
g la na przedziale D = [a, b] dla 0 ≤ a < b, to obje

‘
tość VY bry ly

obrotowej powsta lej przez obrót jej wykresu wokó l osi OY jest dana wzorem:

VY = 2π

∫ b

a
xf(x) dx.

10. Wyznaczyć obje
‘
tości bry l obrotowych powsta lych w wyniku obrotu wokó l osi OY wykresów naste

‘
puja

‘
cych

funkcji f o dziedzinach D:

(1) f(x) =
4

x3
, D = [1, 3], (2) f(x) = (x− 1)2, D = [0, 2], (3) f(x) = 2x− 3

x
, D = [2, 3],

(4) f(x) =
√

1 + x2, D =
[
0,
√

3
]
, (5) f(x) =

1√
1− x2

, D =

[
0,

√
3

2

]
, (6) f(x) = sinx, D =

[
π

2
,
3π

4

]

• D lugość L krzywej be
‘
da

‘
cej wykresem funkcji f na przedziale [a, b] jest dana wzorem: L =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx.

11. Wyznaczyć d lugość krzywej be
‘
da

‘
cej wkresem funkcji f w podanym przedziale:

(1) f(x) = 2x+ 3, 1 ≤ x ≤ 5, (2) f(x) =
2

3
x

3
2 , 1 ≤ x ≤ 4, (3) f(x) = (2x− 1)

3
2 ,

1

2
≤ x ≤ 4,

(4) f(x) =
1

3
(x2 + 2)

3
2 , 0 ≤ x ≤ 3, (5) f(x) = ln(cosx), 0 ≤ x ≤ π

4
, (6) f(x) = x3 +

1

12x
, 1 ≤ x ≤ 3


