
MATEMATYKA. I rok Chemii.
LISTA ZADA� 12 � FUNKCJE DWÓCH ZMIENNYCH.

• Dla ustalonej liczby c ∈ R poziomic¡ funkcji dwóch zmiennych f(x, y) nazywamy zbiór
takich punktów (x, y) ∈ R2 które speªniaj¡ równanie f(x, y) = c.

1. Wyznaczy¢ dziedziny oraz dowolne 3 (niepuste) poziomice nast¦puj¡cych funkcji:

1) f(x, y) =
√
16− x2 − y2 2) f(x, y) = x2 + y2 + 2 3) f(x, y) =

1

x2 + y2

4) f(x, y) =
1√

x2 + y2
5) f(x, y) = xy 6) f(x, y) = sinxy

7) f(x, y) =
√
1 + x2 + y2 8) f(x, y) = x 9) f(x, y) = y

10) f(x, y) = x+ y 11) f(x, y) = x− y 12) f(x, y) =
x+ y

x− y

13) f(x, y) =
x

y
14) f(x, y) = x2 15) f(x, y) = cosx

16) f(x, y) = sin
√
x2 + y2 17) f(x, y) = x2 − y2 18) f(x, y) =

1

xy

2. Naszkicowa¢ wykresy funkcji:

1)f(x, y) = x+ 2y 2) f(x, y) =
√

4− x2 − y2 3) f(x, y) = x− y + 1 4)f(x, y) =
√
x+ 4y2.

3. Obliczy¢ nast¦puj¡ce granice funkcji:

1) lim
(x,y)→(2,4)

(x− y + 2) 2) lim
(x,y)→(1,−2)

(2x2 − 3xy + y2) 3) lim
(x,y)→(1,0)

x2 − xy + 1

x2 + y2

4) lim
(x,y)→(0,0)

sinxy

xy
5) lim

(x,y)→(−1,1)

x2 + 4xy + 4y2

1 + y
6) lim

(x,y)→(0,1)

sinxy

y

7) lim
(x,y)→(0,0)

xy√
x2 + y2

8) lim
(x,y)→(0,0)

xy
x2 − y2√
x2 + y2

4. Uzasadni¢, »e nie istniej¡ nast¦puj¡ce granice:

1) lim
(x,y)→(0,0)

y

x
2) lim

(x,y)→(0,0)

xy

x2 + y2
3) lim

(x,y)→(0,0)

x2 − y2

x2 + y2
4) lim

(x,y)→(0,0)

xy

x+ y
5) lim

(x,y)→(1,1)

x+ y

x2 − y2
.

• Pochodne cz¡stkowe rz¦du dwa s¡ okre±lone w nast¦puj¡cy sposób:

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
,

∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
,

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
,

∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
.

5. Obliczy¢ pochodne cz¡stkowe rz¦du 1 oraz rz¦du 2 podanych funkcji:

1) f(x, y) =
√
xy 2) f(x, y) = cosxy 3) f(x, y) = lnxy

4) f(x, y) = ln(x2 + y2) 5) f(x, y) =
√
1 + x2 + y2 6) f(x, y) =

√
16− x2 − y2

7) f(x, y) =
1√

x2 + y2
8) f(x, y) = sin

√
x2 + y2 9) f(x, y) = x2y3

Sprawdzi¢ czy jest prawdziwa równo±¢ pochodnych mieszanych:
∂2f

∂x∂y
(x, y) =

∂2f

∂y∂x
(x, y)

:



6. Wyznaczy¢ punkty stacjonarne, czyli takie (a, b) ∈ Df dla których
∂f

∂x
(a, b) = 0 =

∂f

∂y
(a, b),

oraz pozostaªe punkty krytyczne, czyli takie, dla których jedna z tych pochodnych cz¡st-
kowych nie istnieje, je±li:

(1) f(x, y) = sinxy (2) f(x, y) = cosx+ cos y (3) f(x, y) =
√
x2 + y2 (4) f(x, y) = exy

(5) f(x, y) = cosxy (6) f(x, y) = sinx · sin y (7) f(x, y) =
√
1 + sin2 x (8) f(x, y) = ln

√
x2 + y2

• Hesjan funkcji dwóch zmiennych, gdy pochodne mieszane rz¦du dwa s¡ równe, jest okre-
±lony wzorem

H(f)(a, b) =
∂2f

∂x2
(a, b) · ∂

2f

∂y2
(a, b)−

[
∂2f

∂x∂y
(a, b)

]2
.

Je±li (a, b) jest punktem krytycznym funkcji f to mamy nast¦puj¡ce mo»liwo±ci:

Max. Je±li H(f)(a, b) > 0 oraz
∂2f

∂x2
(a, b) < 0, to f ma lokalne maksimum w (a, b).

Min. Je±li H(f)(a, b) > 0 oraz
∂2f

∂x2
(a, b) > 0, to f ma lokalne minimum w (a, b).

Siodªo. Je±li H(f)(a, b) < 0 to (a, b) jest punktem siodªowym funkcji f .

7. Wyznaczy¢ ekstema lokalne oraz punkty siodªowe nast¦puj¡cych funkcji:

(1) f(x, y) = (2x+ y2)ex (2) f(x, y) = cosxy (3) f(x, y) = (x− y + 1)2 + (2x+ y − 4)2

(4) f(x, y) = lnxy (5) f(x, y) = sinxy (6) f(x, y) = (cosx+ cos y)2 + (sinx+ sin y)2

(7) f(x, y) =
√

x2 + y2 (8) f(x, y) =
√
xy
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