
MATEMATYKA. I rok Chemii. Wzory dla CA LKI OZNACZONEJ.

• Aby obliczyć ca lke
‘

oznaczona
‘

∫ b

a
f(x)dx wystarczy znaleźć ca lke

‘
nieoznaczona

‘
(a w zasadzie jaka

‘
ś jedna

‘

pierwotna
‘
) F (x) =

∫
f(x)dx i podstawić do niej wartości graniczne; wówczas

∫ b

a
f(x)dx = F (b) − F (a).

• Jeśli funkcja podca lkowa jest postaci
g′(x)

g(x)
to ca lke

‘
oznaczona

‘
obliczamy ze wzoru:∫ b

a

g′(x)

g(x)
dx = ln |g(b)| − ln |g(a)| = ln

∣∣∣∣ g(b)

g(a)

∣∣∣∣.
• Wzór na ca lkowanie przez cze

‘
ści dla ca lki oznaczonej:

∫ b

a
f ′(x)g(x) dx = f(b)g(b) − f(a)g(a) −∫ b

a
f(x)g′(x) dx.

• Wzór na ca lkowanie przez podstawienie dla ca lki oznaczonej: jeśli funkcja F jest jaka
‘
ś pierwotna

‘

funkcji f , a funkcja podca lkowa jest postaci f(g(x))g′(x), to

∫ b

a
f(g(x))g′(x) dx =

∫ g(b)

g(a)
f(y) dy = F (g(b))−

F (g(a)).

• Jeśli funkcja f jest cia
‘
g la i określona na przedziale [A,B], to funkcja określona dla a, x ∈ [A,B] przez ca lke

‘
oznaczona

‘
F (x) :=

∫ x

a
f(t)dt jest pierwotna

‘
funkcji f ; czyli F ′(x) = f(x).

• Jeśli funkcja F jest określona jako ca lka oznaczona postaci F (x) =

∫ g(x)

a
f(t) dt dla pewnej funkcji g, to jej

pochodna wyraża sie
‘

wzorem: F ′(x) = f(g(x)) · g′(x)

• Jeśli funkcja f jest cia
‘
g la na przedziale (a, b] i nieograniczona lim

x→a+
f(x) = ∞, to ca lke

‘
niew laściwa

‘
z tej

funkcji określamy jako granice
‘

lim
c→a+

∫ b

c
f(x)dx, o ile ta granica istnieje.

• Jeśli funkcja f jest cia
‘
g la na przedziale nieskończonym [a,+∞), to ca lke

‘
niew laściwa

‘
z tej funkcji określamy

jako granice
‘

lim
c→+∞

∫ +∞

c
f(x)dx o ile ta granica istnieje.

• Jeśli funkcja f jest nieujemna f ≥ 0 i cia
‘
g la na przedziale D = [a, b], to obje

‘
tość VX bry ly obrotowej

powsta lej przez obrót jej wykresu wokó l osi OX jest dana wzorem: VX = π

∫ b

a
[f(x)]2 dx.

• Jeśli funkcja f jest nieujemna f ≥ 0 i cia
‘
g la na przedziale D = [a, b] dla 0 ≤ a < b, to obje

‘
tość VY bry ly

obrotowej powsta lej przez obrót jej wykresu wokó l osi OY jest dana wzorem:

VY = 2π

∫ b

a
xf(x) dx.

• D lugość L krzywej be
‘
da

‘
cej wykresem funkcji f na przedziale [a, b] jest dana wzorem: L =

∫ b

a

√
1 + [f ′(x)]2 dx.
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