Lista 1: Powtérzenie wiadomosci o liczbach zespolonych
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

ePostaé algebraiczna liczby zespolonej: z = a + bt gdzie a,b € R.
oCzes¢ rzeczywista: Re(a + bi) = a, czes¢ urojona Im(a + bi) = b.
eLiczba zespolona czysto rzeczywista: z = a + 0i; liczba czysto urojona: z = 0 + bi.
ePosta¢ trygonometryczna dla z = a + bi: z = r(cosp + isingp), gdzie r = |z| := Va? + b2,
a = 1rcosp, b =rsinp, natomiast ¢ € R jest argumentem liczby z.
eArgument glowny: Arg(z) = ¢ € (—m, 7] dla z = r(cos ¢ + isinp). )
z

eKazda niezerowa liczba zespolona jest odwracalna: ze wzoru z- 2z = |z|? otrzymujemy z ' = FE

I

(stosujemy zapis: z~! = ).
z

1. Zapisa¢ ponizsze liczby w postaci a + b7 dla a,b € R:

(14+2)2—(1—4)2 Vi) . 12 144\ —200 2i 1
) BERE 0 (1+48H) o (18T @) ()7 o gem D

2. Sprawdzi¢ (i zapamietaé¢!) nastepujace wlasnosci:

a) Zw =ZW, z+w=7Z+W,

b) [2]* =27, |Re(z)| < [2], [Im(z)] < |z,

O) |l = |2 [wl, [o+w] < 2+ o] [[#] = wl] < |2+ ul,
) Arg(2) = Arg(L) = —Arg(2), jesli Arg(2) € (—. ),
e) Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) + 2nm, gdzie n € {—1,0,1}.
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3. Opisac¢ i narysowaé na plaszczyznie zespolonej zbiory dane rownaniami lub nieréwnosciami:
a) |[z+2i|=5, b)2<|r+i—2z <7, c) liz+1—i| <3A|z—-2|<1,
3 2+

|z — i
g) Arg(1) =37 h) 0 < Arg[(1+1i)z] < 3,

Wskazowka: skorzystaé z faktu, ze d(z,w) = |z—w| jest odlegltosciq euklidesowq na ptaszczyznie
C ~ R2.

ePierwiastek zespolony: symbol {/z := {w € C: w" = z} oznacza zbior;

wzory: dla z = r(cos ¢ + isin ) jest w™ = z wtedy i tylko wtedy, gdy

<1, e |z+1+|z—1] <2, f) Im(2) > 1,

2k
u, kel

w=wy = 1 (cosy +isiny), gdzie =

4. Wyznaczy¢ zbiory:
a) Vi b) Vi o) Vi d) V=i e) /i
5. Elementy ponizszych zbiorow pierwiastkow przedstawi¢ w postaci algebraicznej i zaznaczy¢ na
plaszczyznie zespolone;j:

a) vV=2i, b)Vb—2i, ¢ /—1—1i, d)V8 —8V3, e) VI6.



10.

11.

Rozwiaza¢ rOwnania:
z4+2 33—z
a) =

b) |z|] +(z—2)=T7T—14, c¢)iz—B+i)z+2—-1=0,

1—i 2+’
d) 22—2i2—2=0 e) (z+i)>+(2—i)* =0 ) 2" — (18 +44)2? + 77 — 361 = 0,
g) 22 =722 h) z+1=1 i) 22 —2242=0.
. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone z, dla ktérych
(a) wyrazenie %j jest liczba czysto rzeczywista lub liczba czysto urojona,
(b) 3£ jest liczba czysto rzeczywista.
(¢) ZH jest liczby czysto urojona.

Niech z = r(cosp +isinp) € C\ {0}. Wykazac, ze jesli z + 27! = 2cosp, to dla dowolnej
liczby catkowitej n zachodzi rownosé 2" 4+ 27" = 2 cos(ny).

P . . . 21+ 22,
Pokazaé, ze jesli liczby 21,29 € C maja modut 11 2129 # —1, to liczha w = — jest

1+ 2179
rzeczywista.

Udowodnié¢ 16wnosé |z +iw|? + |w +iz]* = 2(]z|? + |w|?) dla z,w € C. Wywnioskowaé stad, ze
|z + 1wl|? < 2(|z]* + |w]?) dla z,w € C.

Wielomian z* + 1 roztozy¢ na iloczyn dwoch tréjmianéw kwadratowych o wspotezynnikach
rzeczywistych.

Wskazdwka: wyznaczyé zbiory /i oraz \/—i i skorzystaé ze wzordw a® — b* = . ..



