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•Posta¢ algebraiczna liczby zespolonej: z = a+ bi gdzie a, b ∈ R.
•Cz¦±¢ rzeczywista: Re(a+ bi) = a, cz¦±¢ urojona Im(a+ bi) = b.
•Liczba zespolona czysto rzeczywista: z = a+ 0i; liczba czysto urojona: z = 0 + bi.
•Posta¢ trygonometryczna dla z = a + bi: z = r(cosϕ + i sinϕ), gdzie r = |z| :=

√
a2 + b2,

a = r cosϕ, b = r sinϕ, natomiast ϕ ∈ R jest argumentem liczby z.
•Argument gªówny: Arg(z) = ϕ ∈ (−π, π] dla z = r(cosϕ+ i sinϕ).

•Ka»da niezerowa liczba zespolona jest odwracalna: ze wzoru z · z̄ = |z|2 otrzymujemy z−1 =
z̄

|z|2

(stosujemy zapis: z−1 =
1

z
).

1. Zapisa¢ poni»sze liczby w postaci a+ b i dla a, b ∈ R:
a) (1+2i)2−(1−i)2

(3+2i)3−(2+i)2
b)
(

1 +
√

3+i
2

)−1

c)
(
1 + i

√
3
)12

d)
(−1+i

1+i

)−200
e) 2i

(3−i)(2+i)
f) 1

1−i .

2. Sprawdzi¢ (i zapami¦ta¢!) nast¦puj¡ce wªasno±ci:
a) zw = z w, z + w = z + w,
b) |z|2 = zz, |Re(z)| ≤ |z|, |Im(z)| ≤ |z|,
c) |z w| = |z| |w|, |z + w| ≤ |z|+ |w| ||z| − |w|| ≤ |z + w|,
d) Arg(z̄) = Arg(1

z
) = −Arg(z), je±li Arg(z) ∈ (−π, π),

e) Arg(zw) = Arg(z) + Arg(w) + 2nπ, gdzie n ∈ {−1, 0, 1}.

3. Opisa¢ i narysowa¢ na pªaszczy¹nie zespolonej zbiory dane równaniami lub nierówno±ciami:
a) |z + 2i| = 5, b) 2 < |π + i− z| < 7, c) |iz + 1− i| < 3 ∧ |z − 2| < 1,

d)
|z + i|
|z − i|

< 1, e) |z + 1|+ |z − i| < 2, f) Im( z̄
z
) > 1,

g) Arg(1
z
) = 3

4
π h) 0 ≤ Arg[(1 + i)z] ≤ π

2
,

Wskazówka: skorzysta¢ z faktu, »e d(z, w) = |z−w| jest odlegªo±ci¡ euklidesow¡ na pªaszczy¹nie

C ∼= R2.

•Pierwiastek zespolony: symbol n
√
z := {w ∈ C : wn = z} oznacza zbiór;

wzory: dla z = r(cosϕ+ i sinϕ) jest wn = z wtedy i tylko wtedy, gdy

w = wk := n
√
r · (cosψk + i sinψk), gdzie ψk :=

ϕ+ 2kπ

n
, k ∈ Z.

4. Wyznaczy¢ zbiory:
a) 2
√
i b) 3

√
i c) 4

√
i d) 2

√
−i e) 3

√
−i.

5. Elementy poni»szych zbiorów pierwiastków przedstawi¢ w postaci algebraicznej i zaznaczy¢ na
pªaszczy¹nie zespolonej:

a)
√
−2i, b)

√
5− 2i, c) 3

√
−1− i, d)

4
√

8i− 8
√

3, e) 4
√

16.



6. Rozwi¡za¢ równania:

a)
z + 2

1− i
=

3− z̄
2 + i

, b) |z|+ (z − z̄) = 7− i, c) iz − (3 + i)z + 2− i = 0 ,

d) z2 − 2iz − 2 = 0 e) (z + i)3 + (z − i)3 = 0 f) z4 − (18 + 4i)z2 + 77− 36i = 0,
g) z2 = z̄2 h) z + 1

z
= 1 i) z2 − 2z + 2 = 0.

7. Wyznaczy¢ wszystkie liczby zespolone z, dla których

(a) wyra»enie 1+z
1−z jest liczb¡ czysto rzeczywist¡ lub liczb¡ czysto urojon¡,

(b) 3+z
i−z jest liczb¡ czysto rzeczywist¡.

(c) z+i
7−z jest liczb¡ czysto urojon¡.

8. Niech z = r(cosϕ + i sinϕ) ∈ C \ {0}. Wykaza¢, »e je±li z + z−1 = 2 cosϕ, to dla dowolnej
liczby caªkowitej n zachodzi równo±¢ zn + z−n = 2 cos(nϕ).

9. Pokaza¢, »e je±li liczby z1, z2 ∈ C maj¡ moduª 1 i z1z2 6= −1, to liczba w =
z1 + z2

1 + z1z2

jest

rzeczywista.

10. Udowodni¢ równo±¢ |z + iw|2 + |w+ iz|2 = 2(|z|2 + |w|2) dla z, w ∈ C. Wywnioskowa¢ st¡d, »e
|z + iw|2 ≤ 2(|z|2 + |w|2) dla z, w ∈ C.

11. Wielomian z4 + 1 rozªo»y¢ na iloczyn dwóch trójmianów kwadratowych o wspóªczynnikach
rzeczywistych.

Wskazówka: wyznaczy¢ zbiory
√
i oraz

√
−i i skorzysta¢ ze wzorów a2 − b2 = . . .


