
Lista 2: Funkcje zmiennej zespolonej
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

1. Wypisa¢ cz¦±¢ rzeczywist¡ i cz¦±¢ urojon¡ funkcji h(z) = 3
z+i

.

�Funkcja wykªadnicza (zespolona): ez :=
1X

n=0

zn

n!

2. Wyznaczy¢ cz¦±¢ rzeczywist¡ Re(ez) oraz cz¦±¢ urojon¡ Im(ez).

3. Pokaza¢ wzór ez �ew = ez+w dla dowolnych z; w 2 C (wskazówka: wykona¢ mno»enie Cauchy'ego

szeregów pot¦gowych). Wywnioskowa¢ st¡d, »e ez � e�z = 1 dla dowolnej liczby z 2 C, a zatem
ez 6= 0 dla z 2 C.

4. Pokaza¢, »e je±li z = x + iy to ez = ex � eiy =
P1

n=0
xn

n!
� P1

n=0
(iy)n

n!
. Wywnioskowa¢ st¡d, »e

ez = ex(cos y + i sin y).

5. Korzystaj¡c z rozwini¦¢ w szeregi pot¦gowe funkcji sin y i cos y uzasadni¢, »e eiy = cos y+i sin y.

6. Pokaza¢, »e ez = ew wtedy i tylko wtedy, gdy z = w + 2ki� dla pewnego k 2 Z.

7. Sprawdzi¢, czy dla dowolnych z; w 2 C s¡ prawdziwe nastepuj¡ce wªasno±ci:
a) e�z = ez, b) ez+w = ez � ew, c) jez2j ¬ ejz

2j, d) Re(ez) = Re(e�z),

�Dla z 2 C n f0g de�niujemy logarytm zespolony jako zbiór log z := fw 2 C : ew = zg
�Dla z 2 C n f0g oraz � 2 R de�niujemy funkcj¦ �-logarytm zespolony log� z := w je±li
� < Im(w) ¬ � + 2�.

�Dla � = �� de�niujemy funkcj¦ logarytm gªówny Log (z) = w je±li Im(w) 2 (��; �].
�Wzór: Log (z) = ln jzj+ i � Arg(z).

8. Pokaza¢, »e je±li w1; w2 2 log z to w1 � w2 = 2k�i dla pewnego k 2 Z.

9. Wyznaczy¢ zbiory

a) log(1) b) log(�1) c) log(i) d) log(1 + i)

10. Pokaza¢ równo±¢ Log (�z) = Log (z).

11. Wyznaczy¢: log(�2i); Log (�1� i); log�(2� 2
p
3i); log�(

1
i
):

12. Pokaza¢, »e
a) Log (1 + i)2 = 2Log (1 + i), ale Log (�1� i)2 6= 2Log (�1� i),
b) log �

4

i2 = 2 log �

4

i, ale log 3�

4

i2 6= 2 log 3�

4

i.

13. Wykorzysta¢ wyniki z poprzedniego zadania do zbadania, dla jakich z zachodzi Log (z2) =
2Log (z).



14. Pokaza¢, »e dla z; w 2 C zachodzi wªasno±¢

Log zw = Log z + Logw + 2n�i; gdzie n 2 f�1; 0; 1g:

15. Rozwi¡za¢ równania i nierówno±ci:
a) Re(ez) = 0, b) je(2+i)zj < 1, c) sin z = 2i
d) Log z = 1 + �

4
i e) Log(z) = 1 +�2�i, f) Log (z � �z) = i�

3
.

16. Wyznaczy¢ obraz zbioru P przez funkcj¦ f , gdy

(a) P = fz = x+ iy0 2 C; x 2 Rg , f(z) = ez;

(b) P = fz = x+ iy 2 C : x 2 [��; 0]; y 2 [0; 1]g, f(z) = eiz.

(c) P = fz 2 C : 1 ¬ jzj ¬ 2;Re(z) > 0g, f(z) = Log(z).

�Funkcje trygonometryczne (zespolone): cos z :=
1

2
(eiz + e�iz), sin z :=

1

2i
(eiz � e�iz)

17. Wyznaczy¢ cz¦±¢ rzeczywist¡ Re(sin z) oraz cz¦±¢ urojon¡ Im(sin z) funkcji zespolonej sin z.

18. Wyznaczy¢ cz¦±¢ rzeczywist¡ Re(cos z) oraz cz¦±¢ urojon¡ Im(cos z) funkcji zespolonej cos z..

19. Dla zespolonych funkcji sinus i cosinus pokaza¢, »e:

(a) sin2 z + cos2 z = 1; (b) j sin(x+ iy)j2 = sin2 x+ i sinh2 y:

�Sinus hiperboliczny: sinhx :=
1

2
(ex � e�x).

�Cosinus hiperboliczny: coshx :=
1

2
(ex + e�x).

20. Pokaza¢, »e je±li z = x+ iy to

cos z = cos x cosh y � i sinx sinh y

sin z = sin x cosh y + i cosx sinh y

sin iy = i sinh y

cos iy = i cosh y

�De�niujemy funkcj¦ tangens wzorem tg z = sin z
cos z

dla z 2 D = fw 2 C : cosw 6= 0g.
21. Wyznaczy¢ dziedzin¦ D funkcji tangens.

22. Obliczy¢ tg(3�
2
+ 4i).

23. Wykaza¢, »e tg z 6= �i.


