Lista 2: Funkcje zmiennej zespolonej
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

1. Wypisaé cze$¢ rzeczywista i cze$é urojona funkcji h(z) = 2%7
eFunkcja wykladnicza (zespolona): e* := Z—'
= n!
2. Wyznaczy¢ cze$é rzeczywisty Re(e?) oraz cze$é urojona Im(e?).
3. Pokaza¢ wzor e*-e® = e*t* dla dowolnych z, w € C (wskazdwka: wykonaé mnozenie Cauchy’ego
szeregow potegowych). Wywnioskowaé stad, ze e* - e * = 1 dla dowolnej liczby z € C, a zatem
e #0dla z € C.
4. Pokazac, ze jesli z = x + iy to € = €% - ¥ = 300, fTu * Xm0 (ZZ?n Wywnioskowa¢ stad, ze
e* = e®(cosy + isiny).
5. Korzystajac z rozwinie¢ w szeregi potegowe funkcji sin y i cos y uzasadni¢, ze e = cos y-+i sin y.
6. Pokazac, ze e = e wtedy i tylko wtedy, gdy z = w + 2kim dla pewnego k € Z.
7. Sprawdzi¢, czy dla dowolnych z,w € C sa prawdziwe nastepujace wlasnodci:
a) e =¢7, b) et =¢*.ev ¢) e’ <el’l, d) Re(e?) = Re(é?),
eDla z € C\ {0} definiujemy logarytm zespolony jako zbior logz .= {w € C: e* = z}
eDla z € C\ {0} oraz a € R definiujemy funkcje a-logarytm zespolony log, z = w jesli
a < Im(w) < a+ 27.
eDla o = —7 definiujemy funkcje logarytm gltéowny Log (2) = w jesli Im(w) € (—mn, 7]
oWzor: Log (2) = In 2| 4+ i - Arg(2).
8. Pokazac, ze jesli wy, ws € log z to w; — we = 2k7wi dla pewnego k € Z.
9. Wyznaczy¢ zbiory
a) log(1) b) log(—1) «¢) log(i) d) log(l+1i)
10. Pokazaé¢ réwnosé¢ Log (z) = Log (2).
11. Wyznaczyé: log(—2i), Log (—1 — ), log,(2 — 2v/31), log,(3).
12. Pokazaé, ze
a) Log(1+1)? =2Log (1 +1), ale Log(—1—14)*# 2Log (-1 —1),
b) logs P2 = 2logz i, ale logsx i2 # 2log sz i.
13. Wykorzysta¢ wyniki z poprzedniego zadania do zbadania, dla jakich z zachodzi Log(2?) =

2Log (2).



14.

15.

16.

Pokazaé, ze dla z,w € C zachodzi wlasnosé

Log zw = Log z + Logw + 2nmi, gdzie n € {—1,0,1}.

Rozwiaza¢ rOwnania i nierdwnosci:
a) Re(e*) =0, b) [e?T)7| < 1, ¢) sinz = 2i
d) Logz=1+47%i e) Log(z) =1+ —2mi, f) Log(z—2)=1

cold

Wyznaczy¢ obraz zbioru P przez funkcje f, gdy
(a) P={z=az+1iy, € C,x e R}, f(z) = e

b) P={z2=x+iyeC:z € [-x,0], ye0,1]}, f(z) =€".
(c) P={2z€C:1<|z| <2,Re(z) >0}, f(2) = Log(2).
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1 . ) ) )
eFunkcje trygonometryczne (zespolone): cos z := 5(6” +e ), sinz = 5(61'2 —e )
i
Wyznaczy¢ cze$é rzeczywista Re(sin z) oraz cze$¢ urojona Im(sin z) funkeji zespolonej sin z.
Wyznaczy¢ cze$é rzeczywista Re(cos z) oraz czesé urojona Im(cos z) funkeji zespolonej cos z..

Dla zespolonych funkcji sinus i cosinus pokazaé, ze:

(a) sin®z 4+ cos?z = 1, (b) |sin(x + iy)|* = sin® x + i sinh? y.
. . . : 1 _
eSinus hiperboliczny: sinh z := §<€w —e 7).

1
eCosinus hiperboliczny: coshz := 5(6’76 +e7).

Pokazac, ze jesli z = x + iy to

cosz = coszcoshy —isinxsinhy
sinz = sinxcoshy + icosxsinhy
singy = 4sinhy
cosiy = icoshy

eDefiniujemy funkcje tangens wzorem tgz = 12 dla 2 € D = {w € C : cosw # 0}.

cos z

Wyznaczy¢ dziedzing D funkcji tangens.
Obliczy¢ tg(2F + 4i).

Wykazaé, ze tgz # —i.



