Lista 2a: Funkcje zmiennej zespolonej: potegowanie, homografie.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

ePotegowanie C> 2z — 2" € Cdlan € N.

1.

Pokazac, ze funkcja zespolona z +— 2z* przeksztalca obszar Arg(z) € (—%,%] wzajemnie jed-

noznacznie na obszar Arg(z) € (—m,n|. Wyznaczy¢ obrazy punktow z = i, z = 1 + i oraz
z=1—1.

2. Wyznaczy¢ jakie argumenty moga mie¢ wartosci fonkeji zespolonej z — 22, rozpatrywanej na
dziedzinie D := {z € C : Arg(z) € (—%,3r]}. Pokaza¢ dla ktorych liczb z € D wartosci
funkcji sa takie same.

3. * Pokaza¢, ze dla dowolnej liczby ¢ € (0,7) funkcja zespolona z +— 2% przeksztalca obszar
{z € C: Arg(z) € (¢ — 7,9]} w cala plaszczyzne zespolona C.

4. Pokazac, ze funkcja zespolona z — z° przeksztalaca obszar Arg(z) € (—%,%] wzajemnie jed-
noznacznie na obszar Arg(z) € (—m, n]. Wyznaczyé obrazy punktéow z = /3 +1i, 2 = 1 +iv/3
oraz z = 1 — /3.
ePotega zespolona: dla z € C\ {0} i a € C definiujemy zbior 2 := {e*” € C: w € log z}

5. Pokaza¢, ze dla = a € R jest 2 = {|z|* - eiehrelz)e2ekni . | c 7.,

6. Wyznaczy¢ zbiory a) 2¢, b)i’, c¢) (1+i)'7% d) (—1)"
ePlaszczyzna domknigta: C = C U {oogcy} (symbol oo oznacza jednopunktowe uzwarcenie
Aleksandrowa plaszczyzny zespolonej C).

7. * Pokazaé, ze odwzorowanie C 3 2z = z + iy — (X, Y, Z) € R? zadane wzorami

X = T , Y = J , = 2"
L+ [z L+ [z 1+ 2]2
przeksztalca plaszczyzne domknieta C w sfere (Riemanna) o réwnaniu X2 + Y2 4 72 = 7.
Wyznaczy¢ obraz punktu oogcy. Co jest obrazem okregu S':={z e C: |z| =1}7?
8. Wykazaé, ze kazda homografia, czyli funkcja zespolona zadana wzorem
az +b d
h(z)=—, 2€C\{—-}, ad—bc#0, a,bc,deR
()= 2 V=5 /
jest roznowartosciowa i odwracalna i h=! tez jest homografis.

9. Pokaza¢, ze ztozenie homografii tez jest homografia. Wyznaczy¢ jej wspotczynniki. Wyznaczyé

element neutralny sktadania homografii.
10. * Pokaza¢, ze odwzorowanie

h(z) =

az+b a b
—
cz+d c d

>€M2X2(R), dla ad —bc+#0

jest homomorfizmem grup, ktérego obrazem sa macierze nieosobliwe.



11.

12.

13.

* Dla ¢ # 0 uzasadni¢ réwno$¢

az+b_bc—ad 1 a

cz+d 2 z+g c

i na jej podstawie pokazac, ze kazda homografia moze by¢ przedstawiona jako zlozenie dwoch
rodzajow przeksztalceri homograficznych: translacji t,(2) := z+a i inwersji s(z) = z—*. Wypisa¢
homogragfie wystepujace w rozktadzie.

Wyznaczy¢ homografie przeksztatcajaca punkty 0, 1,7 odpowiednio w punkty 0, —1, 24.

b
* Pokazad, ze jesli homografie h(z) = az——i—i—d’ dla ¢ # 0, okredli¢ dodatkowo w z = —¢
cz

h(—%) = ococy 1 h(oogey) = ¢ to h przeksztalca C — C wzajemnie jednoznacznie. To samo dla
¢ = 0 przy okresleniu h(co(cy) = 0o(cy-

= wzorami



