
Lista 2a: Funkcje zmiennej zespolonej: pot¦gowanie, homogra�e.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

�Pot¦gowanie C 3 z 7! zn 2 C dla n 2 N.

1. Pokaza¢, »e funkcja zespolona z 7! z2 przeksztaªca obszar Arg(z) 2 (��

2
; �
2
] wzajemnie jed-

noznacznie na obszar Arg(z) 2 (��; �]. Wyznaczy¢ obrazy punktów z = i, z = 1 + i oraz
z = 1� i.

2. Wyznaczy¢ jakie argumenty mog¡ mie¢ warto±ci fonkcji zespolonej z 7! z2, rozpatrywanej na
dziedzinie D := fz 2 C : Arg(z) 2 (�3�

2
; 3�

2
]g. Pokaza¢ dla których liczb z 2 D warto±ci

funkcji s¡ takie same.

3. ? Pokaza¢, »e dla dowolnej liczby  2 (0; �) funkcja zespolona z 7! z2 przeksztaªca obszar
fz 2 C : Arg(z) 2 ( � �;  ]g w caª¡ pªaszczyzn¦ zespolon¡ C.

4. Pokaza¢, »e funkcja zespolona z 7! z3 przeksztaªaca obszar Arg(z) 2 (��

3
; �
3
] wzajemnie jed-

noznacznie na obszar Arg(z) 2 (��; �]. Wyznaczy¢ obrazy punktów z =
p
3 + i, z = 1 + i

p
3

oraz z = 1� i
p
3.

�Pot¦ga zespolona: dla z 2 C n f0g i � 2 C de�niujemy zbiór z� := fe�w 2 C : w 2 log zg
5. Pokaza¢, »e dla = a 2 R jest za = fjzja � eiaArg(z)e2ak�i : k 2 Zg.
6. Wyznaczy¢ zbiory a) 2i, b) ii, c) (1 + i)1�i, d) (�1)i.

�Pªaszczyzna domkni¦ta: C = C [ f1fCgg (symbol 1 oznacza jednopunktowe uzwarcenie
Aleksandrowa pªaszczyzny zespolonej C).

7. ? Pokaza¢, »e odwzorowanie C 3 z = x+ iy 7! (X; Y; Z) 2 R3 zadane wzorami

X :=
x

1 + jzj2 ; Y :=
y

1 + jzj2 ; Z :=
jzj2

1 + jzj2
przeksztaªca pªaszczyzn¦ domkni¦t¡ C w sfer¦ (Riemanna) o równaniu X2 + Y 2 + Z2 = Z.
Wyznaczy¢ obraz punktu 1fCg. Co jest obrazem okr¦gu S1 := fz 2 C : jzj = 1g?

8. Wykaza¢, »e ka»da homogra�a, czyli funkcja zespolona zadana wzorem

h(z) =
az + b

cz + d
; z 2 C n f�d

c
g; ad� bc 6= 0; a; b; c; d 2 R

jest ró»nowarto±ciowa i odwracalna i h�1 te» jest homogra�¡.

9. Pokaza¢, »e zªo»enie homogra�i te» jest homogra�¡. Wyznaczy¢ jej wspóªczynniki. Wyznaczy¢
element neutralny skªadania homogra�i.

10. ? Pokaza¢, »e odwzorowanie

h(z) =
az + b

cz + d
7!
 
a b

c d

!
2M2�2(R); dla ad� bc 6= 0

jest homomor�zmem grup, którego obrazem s¡ macierze nieosobliwe.



11. ? Dla c 6= 0 uzasadni¢ równo±¢

az + b

cz + d
=
bc� ad

c2
� 1

z + d

c

+
a

c

i na jej podstawie pokaza¢, »e ka»da homogra�a mo»e by¢ przedstawiona jako zªo»enie dwóch
rodzajów przeksztaªce« homogra�cznych: translacji ta(z) := z+a i inwersji s(z) = z�1. Wypisa¢
homograg�e wyst¦puj¡ce w rozkªadzie.

12. Wyznaczy¢ homogra�¦ przeksztaªcaj¡c¡ punkty 0; 1; i odpowiednio w punkty 0;�1; 2i.

13. ? Pokaza¢, »e je±li homogra�¦ h(z) =
az + b

cz + d
, dla c 6= 0, okre±li¢ dodatkowo w z = �d

c
wzorami

h(�d

c
) = 1fCg i h(1fCg) =

a

c
to h przeksztaªca C 7! C wzajemnie jednoznacznie. To samo dla

c = 0 przy okre±leniu h(1fCg) = 1fCg.


