
Lista 3: Granice, pochodna zespolona i równania Cauchy'ego-Riemanna.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

�Granica w punkcie funkcji f : 
 7! C (
 otwarty) w a 2 
 (domkni¦cie):

lim
z!a

f(z) = c; je±li 8zn 2 
 (zn ! a) f(zn)! c) :

�Granica w niesko«czono±ci:

lim
z!1fCg

f(z) = c; je±li 8zn 2 

�
zn !1fCg ) f(zn)! c

�
:

�Uwaga: zn !1fCg oznacza, »e dla ka»dego R > 0 istnieje N 2 N takie, »e dla wszystkich n  N

jest jznj > R.

1. Zbada¢, czy istniej¡ granice i obliczy¢ te, które istniej¡:

(a) lim
z!0

Im(z)

Re(z)
; (b) lim

z!1+i

(3z�
1

�z2
); (c) lim

z!1fCg

z3 + z

(z � 3i)(z + 3)
; (d) lim

z!0

Im(z)

1 + jzj2
; (e) lim

z!1fCg

z2

z2 � i
:

2. Dla podanych funkcji f(z) wyznaczy¢ ich maksymaln¡ dziedzin¦, cz¦±¢ rzeczywist¡ i urojon¡
oraz zbada¢ ich ci¡gªo±¢:

(a) f(z) = �z; (b) f(z) = zRe(z)Im(z); (c) f(z) = zjzj+ i�z2; (d) f(z) =
z2

�z
; (e) f(z) =

1

z + i
:

�Pochodna zespolona funkcji f : 
 7! C (
 otwarty) w a 2 
 jest to granica ilorazu ró»nico-
wego:

f 0(z) := lim
z!a

f(z)� f(a)

z � a
:

�Funkcja zespolona f : 
 7! C (
 otwarty) jest holomor�czna w a 2 
 je±li ma pochodn¡
w pewnym otoczeniu tego punktu, czyli istnieje " > 0 takie »e dla ka»dego jz � aj < " istnieje
f 0(z).

�Równania Cauchy'ego-Riemanna":

f(x+ iy) = u(x; y) + iv(x; y) )
@u

@x
=

@v

@y
;

@u

@y
= �

@v

@x
: (CR)

�Równania Cauchy'ego-Riemanna we wspóªrz¦dnych biegunowych:

f(x+ iy) = U(r cos t; r sin t)+ iV (r cos t; r sin t) )
@U

@r
=

1

r

@V

@t
;

@V

@r
= �

1

r

@U

@t
: (CRB)

3. Uzasadni¢, »e jednomian g4(z) := z4 speªnia równania (CR) oraz (CRB) w ka»dym punkcie
z 2 C.

4. Pokaza¢ z de�nicji, »e dowolny wielomian w(z) ma pochodn¡ w dowolnym punkcie a 2 C.



5. Wyznaczy¢ punkty, w których podana funkcja f(z)ma pochodn¡ zespolon¡. Ponadto sprawdzi¢,
w jakich punktach swojej dziedziny funkcja speªani równania (CR), dla:

(a) f(z) = z2Im(z); (b) f(z) = z � �z2; (c) f(z) =
z

jzj2
; (d) f(z) = Re(z); (e) f(z) = Im(z2):

6. Sprawdzi¢, czy funkcja f(z) =
q
jRe(z) � Im(z)j speªnia równania (CR) w z0 = 0 oraz czy

istnieje pochodna zespolona f 0(0).

7. Sprawdzi¢, czy funkcja

f(z) =

8<
:

(1+i)Im(z2)
jzj2

dla z 6= 0

0 dla z = 0

speªnia równania (CR) w z0 = 0 oraz czy istnieje pochodna zespolona f 0(0).

8. Niech b¦d¡ dane pary funkcji rzeczywistych dwóch zmiennych:

(a) u(x; y) := x3 + 3xy2 � 3xy � 2x; v(x; y) := 3y3 + 3x2y � 2y

(b) u(x; y) :=
x

x2 + y2
+ x; v(x; y) := �

y

x2 + y2
� y:

Dla ka»dej z tych par pokaza¢, »e istnieje funkcja zespolona f(z), dla której

u(x; y) = Re(f(x+ iy)) oraz v(x; y) = Im(f(x+ iy)):

9. Dla podanej funkcji u(x; y) zbada¢, czy istnieje funkcja holomor�czna f(z) taka, »e u(x; y) =
Re(f(x+ iy)):

(a) u(x; y) := x2 � y2 + xy; f(0) = 1 (b) u(x; y) = xy + 6y2; f(0) = 0:

10. Uzasadni¢, »e podane funkcje s¡ holomor�czne na swojej maksymalnej dziedzinie:

(a) f(z) =
z

2z2 � i
; (b) f(z) = sin z; (c) f(z) = tg z

11. Uzasadni¢, »e je±li funkcja f(z) jest holomor�czna na C i jej cz¦±¢ rzeczywista Re(f(z)) jest
funkcj¡ staª¡, to tak»e jej cz¦±¢ urojona Im(f(z)) jest funkcj¡ staª¡.


