Lista 3: Granice, pochodna zespolona i ré6wnania Cauchy’ego-Riemanna.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

eGranica w punkcie funkcji f : Q — C (2 otwarty) w a € Q (domknigcie):

lim f(z) =¢, jesli Vz,€Q(z, = a= f(z,) —c).

z—a

e(Granica w nieskoriczono$ci:

lim f(z)=¢, jesi Vz,€Q (Zn — ooqcy = f(zn) — C) :

F700c}

eUwaga: z, — 00(c} oznacza, ze dla kazdego R > 0 istnieje NV € N takie, ze dla wszystkich n > N
jest |z,| > R.

1. Zbada¢, czy istniejg granice i obliczy¢ te, ktore istnieja:

Im(z) , 1 ) 2+ . Im(z) . 22
1 b) lim (32— — 1 ~mz) m S
(a) Tim Re(z)’ (®) zirlr}rz( : 22)’ (©) . (z —3i)(z+3)’ 201+ |2|? =00y 22 — i

2. Dla podanych funkeji f(z) wyznaczyé¢ ich maksymalna dziedzine, cze$é rzeczywista i urojona
oraz zbadac ich cigglosé:

[\

(a) F(2) = 2, (0) f(z) = 2Re()Im(2), (c) f(2) = 2lzl + i, (d) f(2) = 2. (€) fl2) = - i

—
z

ePochodna zespolona funkeji f: Q — C (Q otwarty) w a € Q jest to granica ilorazu ro6znico-

wego:
f’(Z) — lim f(Z) — f(a)
zoa z—q
eFunkcja zespolona f : Q — C (2 otwarty) jest holomorficzna w a € Q jesli ma pochodna
w pewnym otoczeniu tego punktu, czyli istnieje € > 0 takie ze dla kazdego |z — a| < ¢ istnieje
f'(2).

eRéwnania Cauchy’ego-Riemanna":

. ) ou Ov ou Ov
[z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) = o oy oy on (CR)

eRo6wnania Cauchy’ego-Riemanna we wspoélrzednych biegunowych:

oU _ 19V 9V _ 19U pp

flx+iy) = U(rcost,rsint)+iV(rcost,rsint) = o r ot or oL

3. Uzasadni¢, ze jednomian g4(z) := z* spelnia réwnania (CR) oraz (CRB) w kazdym punkcie
zeC.

4. Pokaza¢ z definicji, ze dowolny wielomian w(z) ma pochodna w dowolnym punkcie a € C.



10.

11.

. Wyznaczy¢ punkty, w ktorych podana funkcja f(z) ma pochodna zespolona. Ponadto sprawdzié,

w jakich punktach swojej dziedziny funkcja spetani rownania (CR), dla:
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(a) f(z) = 2"Im(2), (b) f(z) =z-2% (c) f(2) (d) f(z) = Re(z), (e) f(z) = Im(2%).

Sprawdzi¢, czy funkcja f(z) = \/|Re(z) -Im(z)| spelia rownania (CR) w zy = 0 oraz czy
istnieje pochodna zespolona f/(0).

Sprawdzi¢, czy funkcja
(1+4)Im(2?)
foy={ e dla =270
0 dla 2=0

spetnia réwnania (CR) w z5 = 0 oraz czy istnieje pochodna zespolona f(0).
Niech beda dane pary funkcji rzeczywistych dwoch zmiennych:

(a) w(x,y):= 2°+3zy* —3zy — 22, v(x,y) = 3y* + 32°y — 2y

(b) wl,y) = s+, v(z,y)=

2 + y2 Y-

R
Dla kazdej z tych par pokaza¢, ze istnieje funkcja zespolona f(z), dla ktorej

u(z,y) = Re(f(z +iy)) oraz v(z,y) = Im(f(z +iy)).

Dla podanej funkcji u(z, y) zbadaé, czy istnieje funkcja holomorficzna f(z) taka, ze u(z,y) =
Re(f(z +iy)):

(a) u(z,y) =2 —y* +ay, f(0)=1 (b) u(z,y) =y +6y* f(0)=0.
Uzasadni¢, ze podane funkcje sa holomorficzne na swojej maksymalnej dziedzinie:

(a) f(z) =

ﬁ, (b) f(z) =sinz, (¢) f(z) =tgz
Uzasadni¢, ze jesli funkcja f(z) jest holomorficzna na C i jej cze$¢ rzeczywista Re(f(z)) jest
funkcja stala, to takze jej czes¢ urojona Im(f(z)) jest funkcja stalsy.



