
Lista 4: Funkcje harmoniczne.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

�Funkcja u(x; y) jest harmoniczna w obszarze otwartym 
R � R2 je±li ma ci¡gªe pochodne
cz¡stkowe rz¦du dwa i speªnia równanie Laplace'a:
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�Funkcja harmoniczna v jest sprz¦»ona harmonicznie do funkcji harmonicznej u je±li funkcja
zespolona f(x+ iy) := u(x; y) + iv(x; y) jest holomor�czna.

1. Pokaza¢, »e poni»sze funkcje u(x; y) s¡ harmoniczne i wyznaczy¢ ich funkcje sprz¦»one:

u(x; y) =
1

2
ln(x2+y2); u(x; y) = 2x�x3+3xy2; u(x; y) =

y

x2 + y2
; u(x; y) = cosx cosh y:

2. Dana jest cz¦±¢ rzeczywista u i cz¦±¢ urojona v funkcji zespolonej f . Przedstawi¢ f jako
funkcj¦ z:

(a) u(x; y) = x3 � 3xy2 � x2 + y2 i v(x; y) = �y3 + 3x2y + 2xy,

(b) u(x; y) = x

x2+y2
+ 3x, v(x; y) = �

y

x2+y2
+ 3y.

3. Wyznaczy¢ (o ile istnieje) funkcj¦ holomor�czn¡ f , której cz¦±ci¡ rzeczywist¡ jest
(a) u(x; y) = x2 � y2 + 2xy, (b) u(x; y) = x2 + 2x+ 1,

(c) u(x; y) =
x

x2 + y2
� y, (d) u(x; y) = e�y cosx.

Zapisa¢ f jako funkcj¦ zmiennej z.


