
Lista 5: Krzywe i caªki zespolone.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

�Krzywa zadana parametrycznie: ' : [a; b] 7! C ci¡gªa.
�Krzywa regularna: ' : [a; b] 7! C klasy C1 bez samoprzeci¦¢.
�Krzywe 'i : [ai; bi] 7! C (i = 1; 2) równowa»ne: istnieje h : [a1; b1] 7! [a2; b2] ci¡gªa rosn¡ca i

'2(t) := '1(h(t))
�Krzywa zespolona � � C: klasa równowa»no±ci krzywych parametrycznych o tym samym ±ladzie.

1. Napisa¢ równania parametryczne opisuj¡ce nast¦puj¡ce krzywe:

(a) odcinek ª¡cz¡cy punkty z1 = 1 + i i z2 = �1,

(b) elipsa o ±rodku z0 i póªosiach 2 i 3,

(c) cz¦±¢ paraboli y = x2 zawartej mi¦dzy punktami z1 = �1 i z2 = 3 + 4i.

(d) odcinek ª¡cz¡cy punkty z1 = 3� i i z2 = �1 + 2i,

(e) póªokr¡g o ±rodku z0 = i i promieniu 2, od punktu �i do punktu 3i,

(f) hiperboli y = 1

x
, x 2 [1; 10],

(g) zorientowany ujemnie okr¡g o ±rodku z0 = 7 i promieniu �.

2. Poª¡czy¢ punkty �2i i 2i ªaman¡ zawart¡ w zbiorze 1 < jzj < 3.

3. Napisa¢ równania parametryczne opisuj¡ce nast¦puj¡ce krzywe:

(a) odcinek ª¡cz¡cy punkty z1 = 3� i i z2 = �1 + 2i,

(b) póªokr¡g o ±rodku z0 = i i promieniu 2,

(c) hiperboli y = 1

x
,

(d) zorientowany dodatnio okr¡g o ±rodku z0 = 3 i promieniu 1,

(e) zorientowan¡ ujemnie elips¦ o ±rodku 0 i promieniach a i b.

4. Niech P = fz 2 C : 1 < jzj < 4g. Poda¢ przykªady krzywych zawartych w P speªniaj¡cych
nast¦puj¡ce wªasno±ci:

(a) krzywa jest ªaman¡ i ª¡czy punkty �2i i 3i;

(b) krzywa jest regularna zamkni¦ta i przechodzi przez z = 2;

5. Poda¢ przykªad dwóch (ró»nych) krzywych regularnych 
1 i 
2 takich, »e:

(a) 
1 i 
2 s¡ równowa»ne oraz ±l(
1) jest póªokr¦giem O(0; 2) \ fz 2 C : Im z ­ 0g;

(b) suma 
1 [ 
2 jest okr¦giem o ±rodku 0 i promieniu 2;

(c) 
j : [0; 1]! C, 
j(0) = 0, 
j(1) = 1 + i dla j = 1; 2.

6. (*) Naszkicowa¢ krzyw¡ 
(t) = t(cos t+ i sin t), okre±lon¡ dla t ­ 0.



�Obliczanie caªki zespolonej krzywoliniowej:
Z
�

f(z)dz =
Z b

a
f(
(x))
0(x)dx,

gdzie 
 jest parametryzacj¡ krzywej � � C.

7. Obliczy¢ caªki:

(a)
Z
�

(z � �z)dz, gdzie � = fz = x+ iy 2 C : x ­ 0;
x2

4
+

y2

9
= 1g:

(b)
Z
�

�zdz, gdzie � = fz = x+ iy 2 C : jxj+ jyj = 1g.

(c)
Z
�

�zRe(z2)dz, gdzie � jest ¢wiartk¡ okr¦gu jzj = 2 o poczatku 2i i ko«cu 2,

(d)
Z
�

(z +
1

z � 1
)dz, gdzie � jest odcinkiem [0; i],

(e)
Z
�

e�zdz, gdzie � jest ªaman¡ ª¡cz¡c¡ kolejno punkty 0, �
2
i �
2
� �

2
i,

(f)
Z
�

z

�z
dz, gdzie � jest brzegiem górnej poªowy pier±cienia 1 < jzj < 3.

8. Obliczy¢ caªk¦
Z
�

Im(z)dz, gdy

(a) � = [0; 3 + i];

(b) � = fz 2 C : jzj = rg;

(c) � = fz 2 C : jz � 1j = 1; Im(z) ­ 0g.

9. Obliczy¢ caªk¦
Z


�zRe(z2) dz, gdy

(a) � = [�i; i];

(b) � jest lewym póªokr¦giem ª¡cz¡cym �i z i;

(c) � = [�i; 1] [ [1; i] jest ªaman¡ ª¡cz¡c¡ punkty �i, 1 i i.

10. Uzasadni¢, »e

Z
�

(z � z0)
�kdz = 0; dla k 2 N;

gdy � jest dodatnio zorientowanym okr¦giem o ±rodku w z0 i promieniu r.

11. Obliczy¢ podane caªki po dowolnej krzywej regularnej � o zadanym poczatku z0 i ko«cu w0:

(a)
Z
�

ez+�i dz, z0 = 0, w0 = �i;

(b)
Z
�

z cos(z2 + i) dz, z0 = �i, w0 = 1 + i;

(c)
Z
�

1

z
dz, z0 =

�
2
, w0 =

�
2
i.


