Lista 5: Krzywe i calki zespolone.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

eKrzywa zadana parametrycznie: ¢ : [a,b] — C ciagla.
oKrzywa regularna: ¢ : [a,b] — C klasy C'! bez samoprzeciegc.
eKrzywe ¢; : |a;, b)) — C (i = 1,2) robwnowazne: istnieje h : [a1,b1] — [ag, by] ciagla rosnaca i

pa(t) := 1 (h(t))
eKrzywa zespolona I' C C: klasa réwnowaznosci krzywych parametrycznych o tym samym $ladzie.

1. Napisa¢ rownania parametryczne opisujace nastepujace krzywe:

(a) odcinek taczacy punkty z; =1+ 1 20 = —1,
elipsa o §rodku 2y i poélosiach 21 3,

cze$¢ paraboli y = x? zawartej miedzy punktami z; = —11i 25 = 3 + 44.

)
)
d) odcinek taczacy punkty z; =3 —ii 29 = —1 + 21,
) polokrag o srodku z; =4 i promieniu 2, od punktu —i do punktu 3i,
) hiperboli y = %, x € [1,10],

(g) zorientowany ujemnie okrag o srodku zg = 7 i promieniu 7.
2. Polaczy¢ punkty —2i i 2i tamana zawarta w zbiorze 1 < |z| < 3.
3. Napisa¢ réwnania parametryczne opisujace nastepujace krzywe:

a) odcinek taczacy punkty 23 =3 — i1 20 = —1 + 24,
b
(c

) polokrag o srodku zp =i i promieniu 2,
)

(d) zorientowany dodatnio okrag o srodku zg = 3 i promieniu 1,
)

(
(

hiperboli y = -

T

(e) zorientowana ujemnie elipse o §rodku 0 i promieniach a i b.

4. Niech P = {z € C: 1 < |z| < 4}. Poda¢ przyktady krzywych zawartych w P spekiajacych
nastepujgce wtasnosci:

(a) krzywa jest tamana i taczy punkty —2i i 3i;
(b) krzywa jest regularna zamknieta i przechodzi przez z = 2;

5. Poda¢ przyktad dwoch (roznych) krzywych regularnych ~ i v takich, ze:
(a) v 172 sa réwnowazne oraz $l(7;) jest polokregiem O(0,2) N{z € C: Imz > 0};
(

(c) v :[0,1] = C, %(0) =0, 3;(1) =1+idlaj=12

b) suma 7y U, jest okregiem o $rodku 0 i promieniu 2;

6. (*) Naszkicowa¢ krzywa v(t) = t(cost + isint), okreslona dla ¢ > 0.



eObliczanie calki zespolonej krzywoliniowej: /Ff(z)dz = /bf(v(x))y’(x)dx,
gdzie 7y jest parametryzacja krzywej I' C C. '
7. Obliczy¢ calki:
22
4
(b) /Fédz, gdzieI'={z=2+iy e C: |z|+|y| = 1}.

2
() /(z—f)dz,gdzieF={2=x+iy€C: z >0, +%=1}.
r

(c) / ZRe(2?)dz, gdzie T jest éwiartka okregu |z| = 2 o poczatku 2i i koricu 2,
r

(d) /(z + )dz, gdzie I" jest odcinkiem [0, ],
r

z—1
(e) /Fezdz, gdzie I' jest tamang laczacy kolejno punkty 0, 5 i 5 — 74,

() / idz, gdzie T" jest brzegiem gornej polowy pierscienia 1 < |z| < 3.
rz

8. Obliczy¢ catke / Im(z)dz, gdy
T

(a) T'=10,3+1];
(b) T={2€C: |z| =r};
(c) T={2€C: |z—1| =1, Im(z) > 0}.

9. Obliczy¢ calke /ZRe(zQ) dz, gdy
2!

(a) I'= [_iai};
(b) T jest lewym polokregiem taczacym —i z i
(¢) T'=[—14,1]U[1,4] jest tamana laczaca punkty —i, 11 7.

10. Uzasadni¢, ze
/(z )tz =0, dla keN,
JT

gdy I' jest dodatnio zorientowanym okregiem o §rodku w 2y i promieniu 7.

11. Obliczy¢ podane calki po dowolnej krzywej regularnej I' o zadanym poczatku zy i koncu wy:
(a) / T dz, 2o = 0, wy = 7i;
r

(b) / zeos(2® + 1) dz, zg = —i, wy = 1+ i;
r

1 .
(c) /F;dz, Z9 = 5, wo = Hi.



