Lista 6: Wz6r Cauchy’ego.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

e Twierdzenie Cauchy’ego: /f(z)dz = 0, jesli f holomorficzna na obszarze jednospojnym (2,
T

I' C Q) krzywa regularna zamknieta.

(2)

eWzor Cauchy’ego: | ———dz = 2wif(2), jesli spelnione sa zalozenia twierdzenia Cauchy’ego i
rz—=2p
2o € Il’lt(F)
1 (n)
eWz6r Cauchy’ego dla pochodnych: —/ Ldz = / (Zo), jesli spelione sg zalozenia
27 Jr (z — zp)"t! n!

twierdzenia Cauchy’ego i zp € Int(I)

UWAGA! O ile nie zaznaczono inaczej wszystkie krzywe zamkniete sq zorientowane dodatnio.

1. Wykazaé, ze funkcja f(z) = ﬁ nie ma funkcji pierwotnej w obszarze C\ {zp}.

2. Nie korzystajac z twierdzenn Cauchy’ego, obliczy¢ podane catki po dowolnej krzywej regularnej
I' 0 zadanym poczatku zg i koricu wy:

(a) /Fe'z*’”' dz, zo = 0, wy = 7i;
(b) / zeos(2® +1i)dz, zg = —i, wo = 1+ i;
r

1 .
(c) /F;dz, 29 =5, wo = G

Wskazowka: Znalez¢ funkcje pierwotne.

3. Korzystajac ze wzoru Cauchy’ego lub ze wzoru Cauchy’ego dla pochodnych, obliczyé¢ catke
2
5 dz po zorientowanym dodatnio okregu I' = C(—1,1).

z
/r (z+1)
4. Obliczy¢ catke
/ cosz_ ..
T 28— 257
gdy T jest brzegiem tréjkata o wierzchotkach —3, 3¢, 3 — 7, zorientowanym ujemnie.

/Fmdz,

po dodatnio zorientowanym okregu v = {z : |z + 2i| = 3}.

5. Obliczy¢ catke

6. Korzystajac ze wzoru Cauchy’ego dla pochodnych obliczy¢

1 / 1 d
- z
2104 Jz=k (z — a)™(z — b)F

przy zalozeniu, ze |a| < R < |b|, m, k € N.
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8.

10.

11.

12.

13.

Obliczy¢ nastepujaca catke, dlan € N

2

z4e*
I, = / ——dz.
(z+ 1)
|z+1]|=1

Obliczy¢ catke

1 tg 2
IT) = / d
() ori )y (2= )z +if)

gdy I jest zorientowanym dodatnio okregiem:
(a) o srodku w 7 i promieniu 3,
(b) o $rodku w —i i promieniu 1.

Jak z tych danych wyliczy¢ catke I(7), gdy v jest okregiem o $rodku w 0 i promieniu 1,
zorientowanym ujemnie?

Jakie sa mozliwe wartosci wyrazenia

22cosz+cosz— 1
z’
T

24+ 22
jezeli I jest krzywa regularng zamknieta i taka, ze {z € C: 21+ 22 =0} NI = ?

W zaleznosci od parametru a > 0 obliczy¢ catke

22 cos z
1 dz,
Jr ozt —1

gdy I' jest zorientowanym dodatnio okregiem o Srodku w punkcie a i promieniu 2a, niezawie-
rajacym zer mianownika.

Zatozmy, ze f jest holomorficzna w obszarze () oraz kolo domkniete ograniczone okregiem
K(a,r) o $rodku w punkcie a i promieniu r zawiera sie w €. Pokaza¢, ze

2/}((zf—<zc)c)3dz_/Ksz—<Zc)Ldz'

Niech f bedzie funkcja holomorficzng na Q = {z € C : |z| < 2020} i parzysta na €, tzn.
f(z) = f(—2) dla z € Q. Wykaza¢, ze dla kazdej krzywej regularnej zamknietej T' C €, i
kazdego zy € (2 takiego, ze zy i —zy leza we wnetrzu krzywej v zachodzi

i (_Z)ZQ d(z) =0.

Uwaga! Osobno rozwazy¢ specjalny przypadek z; = 0.

Pokaza¢, ze dla funkcji f holomorficznej w obszarze jednospojnym €2, zawierajacym koto do-
mkniete K, = {|z| <} C Q, zachodza wlasnosci:

n!

/% £ (re®) [dt,n € N,

2rr™ Jo

21 X
/ f (7"6“) dt =27 £(0) oraz | F(0)] <
0



