
Lista 6: Wzór Cauchy'ego.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

�Twierdzenie Cauchy'ego:
Z
�
f(z)dz = 0, je±li f holomor�czna na obszarze jednospójnym 
,

� � 
 krzywa regularna zamkni¦ta.

�Wzór Cauchy'ego:
Z
�

f(z)

z � z0
dz = 2�if(z0), je±li speªnione s¡ zaªo»enia twierdzenia Cauchy'ego i

z0 2 Int(�)

�Wzór Cauchy'ego dla pochodnych:
1

2�i

Z
�

f(z)

(z � z0)n+1
dz =

f (n)(z0)

n!
, je±li speªnione s¡ zaªo»enia

twierdzenia Cauchy'ego i z0 2 Int(�)

UWAGA! O ile nie zaznaczono inaczej wszystkie krzywe zamkni¦te s¡ zorientowane dodatnio.

1. Wykaza¢, »e funkcja f(z) = 1
z�z0

nie ma funkcji pierwotnej w obszarze C n fz0g.

2. Nie korzystaj¡c z twierdze« Cauchy'ego, obliczy¢ podane caªki po dowolnej krzywej regularnej
� o zadanym poczatku z0 i ko«cu w0:

(a)
Z
�
ez+�i dz, z0 = 0, w0 = �i;

(b)
Z
�
z cos(z2 + i) dz, z0 = �i, w0 = 1 + i;

(c)
Z
�

1

z
dz, z0 =

�
2
, w0 =

�
2
i.

Wskazówka: Znale¹¢ funkcje pierwotne.

3. Korzystaj¡c ze wzoru Cauchy'ego lub ze wzoru Cauchy'ego dla pochodnych, obliczy¢ caªk¦Z
�

z2

(z + 1)3
dz po zorientowanym dodatnio okr¦gu � = C(�1; 1).

4. Obliczy¢ caªk¦ Z
T

cos z

z3 � z5
dz;

gdy T jest brzegiem trójk¡ta o wierzchoªkach �3; 3i; 3� i, zorientowanym ujemnie.

5. Obliczy¢ caªk¦ Z
�

ez(z � 4)

z(z + i)2
dz;

po dodatnio zorientowanym okr¦gu  = fz : jz + 2ij = 3
2
g.

6. Korzystaj¡c ze wzoru Cauchy'ego dla pochodnych obliczy¢

1

2� i

Z
jzj=R

1

(z � a)m(z � b)k
dz

przy zaªo»eniu, »e jaj < R < jbj, m; k 2 N.



7. Obliczy¢ nast¦puj¡c¡ caªk¦, dla n 2 N

In =
Z

jz+1j=1

z2ez

(z + 1)n+1
dz:

8. Obliczy¢ caªk¦

I(�) =
1

2� i

Z


tg z

(z � �
4
)(z + i�

4
)
dz;

gdy � jest zorientowanym dodatnio okr¦giem:
(a) o ±rodku w �

4
i promieniu 1

2
,

(b) o ±rodku w �i i promieniu 1.

Jak z tych danych wyliczy¢ caªk¦ I(), gdy  jest okr¦giem o ±rodku w 0 i promieniu 1,
zorientowanym ujemnie?

9. Jakie s¡ mo»liwe warto±ci wyra»enia

Z
�

z2 cos z + cos z � 1

z4 + z2
dz;

je»eli � jest krzyw¡ regularn¡ zamkni¦t¡ i tak¡, »e fz 2 C : z4 + z2 = 0g \ � = ;?

10. W zale»no±ci od parametru a > 0 obliczy¢ caªk¦

Z
�

z2 cos z

z4 � 1
dz;

gdy � jest zorientowanym dodatnio okr¦giem o ±rodku w punkcie a i promieniu 2a, niezawie-
raj¡cym zer mianownika.

11. Zaªó»my, »e f jest holomor�czna w obszarze 
 oraz koªo domkniete ograniczone okr¦giem
K(a; r) o ±rodku w punkcie a i promieniu r zawiera si¦ w 
. Pokaza¢, »e

2
Z
K

f(z)

(z � a)3
dz =

Z
K

f 00(z)

z � a
dz:

12. Niech f b¦dzie funkcj¡ holomor�czn¡ na 
 = fz 2 C : jzj < 2020g i parzyst¡ na 
, tzn.
f(z) = f(�z) dla z 2 
. Wykaza¢, »e dla ka»dej krzywej regularnej zamkni¦tej � � 
, i
ka»dego z0 2 
 takiego, »e z0 i �z0 le»¡ we wn¦trzu krzywej  zachodzi

Z
�

f(z)

z2 � z20
d(z) = 0:

Uwaga! Osobno rozwa»y¢ specjalny przypadek z0 = 0.

13. Pokaza¢, »e dla funkcji f holomor�cznej w obszarze jednospójnym 
, zawieraj¡cym koªo do-
mkni¦te Kr := fjzj ¬ rg � 
, zachodz¡ wªasno±ci:

Z 2�

0
f
�
reit

�
dt = 2�f(0) oraz jf (n)(0)j <

n!

2�rn

Z 2�

0
jf

�
reit

�
jdt; n 2 N:


