Lista 7: Szeregi potegowe.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

eSzereg potegowy to funkcja zespolona postaci

f(z):=> an(z—20)" a,€C, Dy:={weC:> a,(w— z)" zbiezny}.
n=0 n=0

ePromien zbieznosci R szeregu potegowego >0 a,(z — 2p)" ma wzor:
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eRoOzZniczkowanie szeregu potegowego: dla |z — zg| < R

f(z) = iﬂan(z —2)" = fll2)= ilnan(z — )" = io(n + Dans1(z — 20)".

1. Zbadac¢ zbieznos¢ szeregéw zespolonych, czyli wyznaczy¢ Dy, dla:

a) f(z):= i (;:L!)”Z”’ b) f(z):= éezmzn, c) f(z):= i(l—l—f)"‘lzn

2. Wyznaczy¢ promien zbieznosci szeregow:

0 JE) = M T D) )= N o) [ =
d) F(2) = 30 ez iy, ) f(z) = Yo (n+ an)an.

n=1 n=0

W przyktadzie e) zakladamy, ze a > 0.

eI{oto zbieznosci szeregu potegowego f(2) := >0° yan(z — 20)™: K(20, R) = {|z — 20| < R}.

3. Znalez¢ promienie zbiezno$ci szeregow potegowych i zbadaé¢ ich zachowanie na brzegu kota
zbieznosci:
> n"(z 4 24)" > (2 — 4a)" 2 (z 4 20)"

a) f(z) = ;W; b) f(z) = ;W» c) f(z) = ;m,
Q) f(z) = f: T )= ff G DG f: 2
g) f(z) = i(z S

o
4. Wykazac, ze pochodna szeregu Z an,(z — 2p)" o promieniu zbieznosci R tez ma promien zbiez-

n=0
nosci R. Poda¢ przyklad, ze zachowanie na okregu zbieznosci moze sie¢ zmienic.

1



5. Niech > > ja,2" i Y02 1b,2" beda szeregami o promieniu zbieznosci odpowiednio R, i Ry.
Wykazac, ze promien zbieznosci R szeregu > -7, a,b,2" spelnia warunek R > R,R,. Poda¢
przyktad, ze moze by¢ R = R,Ry. Poda¢ przyklad, ze moze by¢ R > R, Ry.

6. Wykazac, ze jesli 3°°, a,, jest bezwzglednie zbiezny, to 3°°° a,e™, § € R, takze jest zbiezny.

7. Poda¢ przykltad lub stwierdzi¢, ze nie istnieje:

(a) szereg potegowy o srodku zg = i zbiezny w 3i i rozbiezny w 0;

(b) szereg potegowy o S§rodku zy = —i zbiezny w 2i i rozbiezny w 5;

(c) szereg potegowy o $rodku zy = —2 — 2i zbiezny w kole o promieniu 3;

(d) szereg potegowy o srodku zy = 1 — 2i zbiezny w kole o promieniu 0;

(e) szereg potegowy o Srodku zy = 1 + 4 zbiezny w kole o promieniu oo;

(f) szereg potegowy Y125 a,2" zbiezny na okregu o promieniu 4 i rozbiezny w punkcie z =

2 —1.



