
Lista 7: Szeregi pot¦gowe.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

•Szereg pot¦gowy to funkcja zespolona postaci

f(z) :=
∞∑
n=0

an(z − z0)n, an ∈ C, Df := {w ∈ C :
∞∑
n=0

an(w − z0)n zbie»ny}.

•Promie« zbie»no±ci R szeregu pot¦gowego
∑∞
n=0 an(z − z0)n ma wzór:

1
R
= lim sup

n→∞
n

√
|an|

•Ró»niczkowanie szeregu pot¦gowego: dla |z − z0| < R

f(z) :=
∞∑
n=0

an(z − z0)n ⇒ f ′(z) =
∞∑
n=1

nan(z − z0)n−1 =
∞∑
n=0

(n+ 1)an+1(z − z0)n.

1. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregów zespolonych, czyli wyznaczy¢ Df , dla:

a) f(z) :=
∞∑
n=1

n!
(in)n

zn, b) f(z) :=
∞∑
n=0

e2inzn, c) f(z) :=
∞∑
n=0

in

(1 + i)n−1
zn.

2. Wyznaczy¢ promie« zbie»no±ci szeregów:

a) f(z) =
∞∑
n=0

[1 + (−i)n]nzn, b) f(z) =
∞∑
n=1

n!
nn
z2n, c) f(z) =

∞∑
n=1

3nzn
2
,

d) f(z) =
∞∑
n=1

e(3+i)n(z − i)n, e) f(z) =
∞∑
n=0

(n+ an)zn.

W przykªadzie e) zakªadamy, »e a > 0.

•Koªo zbie»no±ci szeregu pot¦gowego f(z) :=
∑∞
n=0 an(z − z0)n: K(z0, R) = {|z − z0| < R}.

3. Znale¹¢ promienie zbie»no±ci szeregów pot¦gowych i zbada¢ ich zachowanie na brzegu koªa
zbie»no±ci:

a) f(z) =
∞∑
n=0

nn(z + 2i)n

(4− 3i)n
, b) f(z) =

∞∑
n=0

(z − 4i)n

(1− 4i)n
, c) f(z) =

∞∑
n=0

(z + 2i)n

n2(1− i)n
,

d) f(z) =
∞∑
n=0

in(z + 1)n

3n+ 1
, e) f(z) =

∞∑
n=1

z3n

8n(n+ i)
, f) f(z) =

∞∑
n=0

2i
n5
zn
2
,

g) f(z) =
∞∑
n=0

(z − 1 + i)n!.

4. Wykaza¢, »e pochodna szeregu
∞∑
n=0

an(z− z0)n o promieniu zbie»no±ci R te» ma promie« zbie»-

no±ci R. Poda¢ przykªad, »e zachowanie na okr¦gu zbie»no±ci mo»e si¦ zmieni¢.
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5. Niech
∑∞
n=0 anz

n i
∑∞
n=0 bnz

n b¦d¡ szeregami o promieniu zbie»no±ci odpowiednio Ra i Rb.
Wykaza¢, »e promie« zbie»no±ci R szeregu

∑∞
n=0 anbnz

n speªnia warunek R ­ RaRb. Poda¢
przykªad, »e mo»e by¢ R = RaRb. Poda¢ przykªad, »e mo»e by¢ R > RaRb.

6. Wykaza¢, »e je±li
∑∞
n=1 an jest bezwzgl¦dnie zbie»ny, to

∑∞
n=1 ane

inθ, θ ∈ R, tak»e jest zbie»ny.

7. Poda¢ przykªad lub stwierdzi¢, »e nie istnieje:

(a) szereg pot¦gowy o ±rodku z0 = i zbie»ny w 3i i rozbie»ny w 0;

(b) szereg pot¦gowy o ±rodku z0 = −i zbie»ny w 2i i rozbie»ny w 5;

(c) szereg pot¦gowy o ±rodku z0 = −2− 2i zbie»ny w kole o promieniu 3;

(d) szereg pot¦gowy o ±rodku z0 = 1− 2i zbie»ny w kole o promieniu 0;

(e) szereg pot¦gowy o ±rodku z0 = 1 + i zbie»ny w kole o promieniu ∞;

(f) szereg pot¦gowy
∑+∞
n=1 anz

n zbie»ny na okr¦gu o promieniu 4 i rozbie»ny w punkcie z =
2− i.
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