
Lista 8: Szeregi Laurenta.
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

•Szereg Laurenta to funkcja zespolona postaci f(z) :=
∑∞
n=−∞ an(z − z0)n, an ∈ C, dziedzina

Df := {w ∈ C : ∑∞n=−∞ an(w − z0)n zbie»ny} ⊂ (C \K(z0, r)) ∩K(z0, R)
1
R
:= lim sup

n→+∞

n

√
|an|, r := lim sup

n→+∞

n

√
|a−n|.

•Oznaczenie P (z0, r, R) = {r < |z − z0| < R}; Df ⊂ P (z0, r, R)
•Cz¦±¢ regularna szeregu Laurenta: ϕ(z) :=

∑∞
n=0 an(z − z0)n, Du ⊂ K(z0, R).

•Cz¦±¢ osobliwa szeregu Laurenta: ψ(z) :=
∑−1
n=−∞ an(z− z0)n, Dv ⊂ {|z− z0| ­ r} = C \K(z0., r).

1. Znale¹¢ rozwini¦cie w szereg Laurenta funkcji

a) f(z) =
3

(z − 1)(z + i)
wokóª z0 = i, b) f(z) = (z − i)e

4
z+1 wokóª z0 = −1,

c) f(z) =
z2

(z − 3i)2
wokóª z0 = 3i, d) f(z) =

1− cos z
z2

wokóª z0 = 0,

e) f(z) =
ez
2

z
wokóª z0 = 0, f) f(z) = z cos

1
z
wokóª z0 = 0,

g)* f(z) =
ez
2

z − 1
wokóª z0 = 0,

W ka»dym przypadku wypisa¢ wzór na wspóªczynniki szeregu i wyznaczy¢ pier±cienie zbie»no-
±ci.

2. Funkcj¦ f(z) =
3

z2 − 2z − 8
rozwin¡¢ w szereg Laurenta na pier±cieniach

a) P (0; 0, 2), b) P (0; 2, 4), c) P (4; 0, 2).

3. Funkcj¦ f(z) = ze
1
z+2 rozwin¡¢ w szereg Laurenta na pier±cieniu P (−2; 0,∞). Korzystaj¡c z

tego rozwini¦cia okre±li¢ charakter osobliwo±ci w z0 = −2.

4. Znale¹¢ pier±cie« zbie»no±ci i sum¦ szeregu Laurenta
∑
n∈Z

anz
n, gdy an =

1
(4i)n

dla n ­ 0 i

an = in+1 dla n < 0.

5. Znale¹¢ bª¡d w nast¦puj¡cym rozumowaniu: Mamy

0 =
1

z − 1
+
1
1− z

=
1
z

1
1− 1

z

+
1
1− z

=
∞∑
n=1

1
zn
+
∞∑
n=0

zn =
∞∑

n=−∞
zn,

wiec rozwini¦cie w szereg Laurenta nie jest jednoznaczne.

6. Poda¢ przykªad szeregu Laurenta, który ma pusty pier±cie« zbie»no±ci.
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