
Lista 9: Residua

FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

•Residuum funkcji f w punkcie a:

Res[f ; a] :=
1

2πi

∫
|z|=r

f(z)dz

•Twierdzenie o residuach: je±li f jest analityczna w obszarze Ω poza sko«czon¡ ilo±ci¡ punktów
osobliwych a1, . . . an /∈ Γ, gdzie Γ ⊂ Ω krzywa regularna zamkni¦ta zorientowana dodatnio, to∫

Γ
f(z)dz = 2πi ·

n∑
k=1

Res[f ; ak].

•Obliczanie caªek rzeczywistych
∫ +∞

−∞
f(x)dx metodami zespolonymi: je±li a1, . . . an ∈ C+ s¡ punk-

tami osobliwymi f(z) i dla du»ych R > 0 jest oszacowanie |f(z)| ¬ M

Rα
(α > 1), to caªkuj¡c po

krzywej Γ = CR + [−R,R], gdzie CR{|z| = R : Im(z) ­ 0} - górny póªokr¡g zorientowany dodatnio,
wnioskujemy (dla R→ +∞), »e ∫ +∞

−∞
f(x)dx = 2πi ·

n∑
k=1

Res[f ; ak].

1. Dla funkcji danej wzorem

f(z) :=
ez

z2(z2 + 4)

(a) wyznaczy¢ residua w ka»dym punkcie osobliwym tej funkcji,

(b) obliczy¢ caªk¦ po krzywej zamkni¦tej Γ, zorientowanej dodatnio, wyznaczonej jako suma
nast¦puj¡cych póªokr¦gów:

C1 := {|z − 2i| = 1,Re(z) ­ 0},
C2 := {|z + 2i| = 1,Re(z) ­ 0},
C3 := {|z| = 1,Re(z) ¬ 0},
C3 := {|z| = 3,Re(z) ¬ 0}
Γ := C1 + C2 + C3 + C4.

2. Obliczy¢ caªk¦ zespolon¡ ∫
|z−2|=1

1
z(z − 2)4

dz,

znajduj¡c odpowiednie residuum poprzez rozwini¦cie tej funkcji w szereg Laurenta wokóª w = 2.
wskazówka: skorzysta¢ z rozwini¦cia w szereg pot¦gowy funkcji

1
z

=
1

2 + (z − 2)
.
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3. Korzystaj¡c z twierdzenia o residuach obliczy¢ caªki zespolone:

a)
∫
|z|=2

z

(z − 1)2(ez − i)
dz, b)

∫
|z|=π

sin z
z(e2z + 1)

dz, c)
∫
|z|= 32π

z − 1
z sin z

dz,

d)
∫
|z|=e

5z − 2
z(z − 1)

dz e)
∫
|z|=2

ez
−2

dz, f)
∫
|z|=2

sin z−1dz,

g)
∫
|z|=2

ez
−2

dz, h)
∫
|z|=2

sin z−1dz, i)
∫
|z|=2

z−1 sin z−1dz.

4. Metodami zespolonymi obliczy¢ caªki rzeczywiste

a)
∫ ∞
−∞

x2

(x2 + 4)2
dx, b)

∫ +∞

−∞

x sinx
x4 + 10x2 + 9

dx, c)
∫ ∞
−∞

cosx
x2 + 1

dx

d)
∫ +∞

−∞

x2

(x2 + 1)3
dx, e)

∫ ∞
−∞

1
(x2 + 1)3

dx, f)
∫ ∞
−∞

1
x4 + 1

dx,
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