Lista 9: Residua
FUNKCJE ANALITYCZNE 2020

eResiduum funkeji f w punkcie a:

1
Res|f;a] := 27”;/Z|:r f(2)dz

o' [wierdzenie o residuach: jesli f jest analityczna w obszarze {2 poza skonczona iloscig punktéw
osobliwych ay,...a, ¢ ', gdzie ' C Q) krzywa regularna zamknieta zorientowana dodatnio, to

/Ff(z)dz = 273 - zn: Res[f; ax).
k=1

+oo
eObliczanie catek rzeczywistych / f(z)dz metodami zespolonymi: jesli ay,...a, € Ct sa punk-

M
tami osobliwymi f(z) i dla duzych R > 0 jest oszacowanie |f(z)| < T (a > 1), to caltkujac po

krzywej I' = Cr + [ R, R], gdzie Cr{|z| = R : Im(z) > 0} - gorny polokrag zorientowany dodatnio,
wnioskujemy (dla R — +00), ze

/+oo f(z)dx = 2mi - zn: Res[f; ax).

k=1

1. Dla funkcji danej wzorem

eZ

f(z) :m

(a) wyznaczy¢ residua w kazdym punkcie osobliwym tej funkcji,

(b) obliczy¢ catke po krzywej zamknietej I, zorientowanej dodatnio, wyznaczonej jako suma
nastepujacych potokregow:

Cy = {|z—2i|=1,Re(z) > 0},
Cy = {|z+2i] = 1,Re(z) > 0},
Cy = {"Z‘ = 17Re(2) < 0}7

Cs; = {|z| =3,Re(2) <0}
' = Cl+CQ+C3+C4.

2. Obliczy¢ calke zespolong

1
—d
/|z—2|1 2(z —2)* =

znajdujac odpowiednie residuum poprzez rozwiniecie tej funkcji w szereg Laurenta wokét w = 2.
wskazéwka: skorzystaé z rozwiniecia w szereg potegowy funkcji
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3. Korzystajac z twierdzenia o residuach obliczy¢ catki zespolone:

z sin 2z z—1
dz, b / _SmE g / ~ oz
2) /z|2 (z—1)%(e* — 1) % D) zj=n z(€2* + 1) 2 <) |2|=3x Zsin 2 ©
_9 -
d) / brm2 dz e) / e* dz, f) / sin 27 'dz,
lzj=e 2(z — 1) |2|=2 |2|=2

-2 . — . — . —
/ e® "dz, h) / sin 2~ 'dz, i) / 2z 'sinz7'dz.
|z|=2 |z|=2 |z|=2

4. Metodami zespolonymi obliczy¢ catki rzeczywiste
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