Algebra R — Lista 1

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).

1. Sporzadzié¢ tabelke dziatania U na P({0,1}).
2. Niech * bedzie dzialaniem binarnym na pewnym zbiorze.

(a) Udowodni¢, ze jesli *x ma lewostronny element neutralny ey, oraz prawostronny element
neutralny egr, to e, = er. Wywnioskowaé, ze kazde dziatanie binarne ma co najwyzej
jeden element neutralny.

(b) Zalézmy, ze * jest laczne i posiada element neutralny. Udowodnié, ze jesli element a ma
lewostronny element odwrotny aj, oraz prawostronny element odwrotny ag, to ag = ar.
Wywnioskowaé, ze kazdy element ma co najwyzej jeden element odwrotny.

3. Rozwazmy strukture algebraiczna (P(X),U,N). Wiadomo, ze dzialania U i N sa ltaczne i
przemienne.

(a) Wskazaé¢ elementy neutralne dla dziatan U oraz N.

(b) Wyznaczy¢ wszystkie elementy, ktore posiadaja element odwrotny wzgledem U oraz
wszystkie elementy, ktére posiadaja element odwrotny wzgledem N.

4. Poda¢ przyklad (tabelke) dziatania x na zbiorze {0, 1}, takiego ze
0 (0%0)# (0%0) 0.
Tle jest takich dziatan?
5. Zbada¢ wlasnosci dzialan A i V na N oraz na R.
6. Udowodnié, ze odejmowanie na Z nie ma elementu neutralnego i ze nie jest laczne.

7. Rozwazamy strukture algebraiczna (F, o), ktérej uniwersum F sktada sie ze wszystkich funkcji
ze zbioru N w N\ {0}, a dzialanie o jest skladaniem funkcji. Znalezé wszystkie lewostronne
elementy neutralne oraz wszystkie prawostronne elementy neutralne w tej strukturze. Czy
struktura ta ma element neutralny?

8. Niech f: X — X. Udowodni¢, ze:
(a) Funkcja f jest “na” wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g: X — X, taka ze fog=1idx.
(b) Funkcja f jest “1-1” wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g: X — X, taka ze go f =idx.
9. Dla jakich zbioréw X, struktura (XX, o) jest grupa?
10. Ktore z ponizszych struktur algebraicznych sa grupami?

(a) Zbior liczb catkowitych z mnozeniem.
(b) Zbiér liczb postaci 1, gdzie k € Z \ {0}, z mnozeniem.
(c) (R\{0},®), gdzie a ® b := /2ab.
11. Udowodnié, ze mnozenie modulo n na Z,, oznaczane przez -,, jest taczne.

12. Niech * bedzie lacznym dzialaniem na zbiorze A posiadajacym element neutralny. Niech A*
bedzie podzbiorem A zlozonym z elementéw odwracalnych. Dowies¢, ze x| g+ x 4+ (tzn. x obciete
do A* x A*) jest dzialaniem na A*. Nastepnie pokazaé, ze A* wraz z tym obcietym dziataniem
jest grupa. Wywnioskowad, ze Z;, jest grupa z dzialaniem mnozenia modulo n. Opisaé, z jakich
elementéw sktada sie Z; .

13. Niech G bedzie dowolng grupa i niech a,b € G.

(a) Udowodnié¢, ze kazde z rownarn ax = b oraz ya = b ma dokladnie jedno rozwigzanie.

(b) Udowodni¢, ze w G zachodza prawa skreslen.

14. Pokazaé, ze jesli kazdy element w grupie jest odwrotny do siebie, to grupa jest przemienna.



