
Algebra R � Lista 1

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).

1. Sporz¡dzi¢ tabelk¦ dziaªania ∪ na P({0, 1}).

2. Niech ∗ b¦dzie dziaªaniem binarnym na pewnym zbiorze.

(a) Udowodni¢, »e je±li ∗ ma lewostronny element neutralny eL oraz prawostronny element
neutralny eR, to eL = eR. Wywnioskowa¢, »e ka»de dziaªanie binarne ma co najwy»ej
jeden element neutralny.

(b) Zaªó»my, »e ∗ jest ª¡czne i posiada element neutralny. Udowodni¢, »e je±li element a ma
lewostronny element odwrotny aL oraz prawostronny element odwrotny aR, to aR = aL.
Wywnioskowa¢, »e ka»dy element ma co najwy»ej jeden element odwrotny.

3. Rozwa»my struktur¦ algebraiczn¡ (P(X),∪,∩). Wiadomo, »e dziaªania ∪ i ∩ s¡ ª¡czne i
przemienne.

(a) Wskaza¢ elementy neutralne dla dziaªa« ∪ oraz ∩.
(b) Wyznaczy¢ wszystkie elementy, które posiadaj¡ element odwrotny wzgl¦dem ∪ oraz

wszystkie elementy, które posiadaj¡ element odwrotny wzgl¦dem ∩.

4. Poda¢ przykªad (tabelk¦) dziaªania ∗ na zbiorze {0, 1}, takiego »e

0 ∗ (0 ∗ 0) 6= (0 ∗ 0) ∗ 0.

Ile jest takich dziaªa«?

5. Zbada¢ wªasno±ci dziaªa« ∧ i ∨ na N oraz na R.

6. Udowodni¢, »e odejmowanie na Z nie ma elementu neutralnego i »e nie jest ª¡czne.

7. Rozwa»amy struktur¦ algebraiczn¡ (F , ◦), której uniwersum F skªada si¦ ze wszystkich funkcji
ze zbioru N w N \ {0}, a dziaªanie ◦ jest skªadaniem funkcji. Znale¹¢ wszystkie lewostronne
elementy neutralne oraz wszystkie prawostronne elementy neutralne w tej strukturze. Czy
struktura ta ma element neutralny?

8. Niech f : X → X. Udowodni¢, »e:

(a) Funkcja f jest �na� wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g : X → X, taka »e f ◦ g = idX .
(b) Funkcja f jest �1-1� wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje g : X → X, taka »e g ◦ f = idX .

9. Dla jakich zbiorów X, struktura (XX , ◦) jest grup¡?

10. Które z poni»szych struktur algebraicznych s¡ grupami?

(a) Zbiór liczb caªkowitych z mno»eniem.

(b) Zbiór liczb postaci 1k , gdzie k ∈ Z \ {0}, z mno»eniem.

(c) (R \ {0},�), gdzie a� b :=
√
2ab.

11. Udowodni¢, »e mno»enie modulo n na Zn, oznaczane przez ·n, jest ª¡czne.

12. Niech ∗ b¦dzie ª¡cznym dziaªaniem na zbiorze A posiadaj¡cym element neutralny. Niech A∗

b¦dzie podzbiorem A zªo»onym z elementów odwracalnych. Dowie±¢, »e ∗|A∗×A∗ (tzn. ∗ obci¦te
do A∗×A∗) jest dziaªaniem na A∗. Nast¦pnie pokaza¢, »e A∗ wraz z tym obci¦tym dziaªaniem
jest grup¡. Wywnioskowa¢, »e Z∗n jest grup¡ z dziaªaniem mno»enia modulo n. Opisa¢, z jakich
elementów skªada si¦ Z∗n.

13. Niech G b¦dzie dowoln¡ grup¡ i niech a, b ∈ G.

(a) Udowodni¢, »e ka»de z równa« ax = b oraz ya = b ma dokªadnie jedno rozwi¡zanie.

(b) Udowodni¢, »e w G zachodz¡ prawa skre±le«.

14. Pokaza¢, »e je±li ka»dy element w grupie jest odwrotny do siebie, to grupa jest przemienna.


