
Algebra IR - Lista 12

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Niech R b¦dzie pier±cieniem przemiennym z 1.

1. Niech φ : R→ S b¦dzie epimor�zmem pier±cieni, gdzie R jest noetherowski. Udowodni¢, »e S
te» jest noetherowski.

2. Znale¹¢ podpier±cie« R ⊆ Z[X], taki »e R nie jest noetherowski.

3. Niech L b¦dzie ªa«cuchem (wzgl¦dem inkluzji) zªo»onym z ideaªów pier±cienia R. Dowie±¢, »e⋃
L te» jest ideaªem R.

4. Niech I, J P R. Dowie±¢, »e I + J = (I ∪ J).

5. Udowodni¢, »e 3 jest rozkªadalny i »e 5 jest nierozkªadalny w Z[
√
−2].

6. Zbada¢, czy dana liczba jest elementem rozkªadalnym pier±cienia R.

(a) 7 +
√
−5, 2 + 3

√
−5, 5 + 4

√
−5; R = Z[

√
−5].

(b) −1 + 7i, 5, 23, 1 + 6i; R = Z[i].

Wsk. Skorzysta¢ z zadania 6 z listy 11.

7. Wyznaczy¢ z dokªadno±ci¡ do stowarzyszenia wszystkie elementy nierozkªadalne w KJXK.

8. Niech p > 2 b¦dzie liczb¡ pierwsz¡. Udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) p jest elementem rozkªadalnym Z[i],
(b) p jest sum¡ dwóch kwadratów liczb caªkowitych,

(c) p przystaje do 1 modulo 4.

Wsk. Dowód (c) → (a) przeprowadzi¢ nie wprost. Jako krok po±redni udowodni¢, »e przy zaªo»eniu

(c) liczba −1 jest reszt¡ kwadratow¡ modulo p, czyli p | n2 + 1 dla pewnej liczby caªkowitej n.

9. Wywnioskowa¢, »e po±ród liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele:

(a) elementów nierozkªadalnych Z[i],
(b) elementów rozkªadalnych Z[i].


