
Algebra R - Lista 2

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Przypomnijmy, »e R∗ = R \ {0}, Q∗ = Q \ {0} oraz Z∗8 = {1, 3, 5, 7}.

1. Niech G b¦dzie grup¡. Udowodni¢, »e dla dowolnego g ∈ G oraz m,n ∈ Z zachodz¡ wzory
gm+n = gmgn i (gm)n = gmn.

2. Niech (A,+) b¦dzie grup¡ przemienn¡ i m ∈ Z. Udowodni¢, »e funkcja

f : A→ A, f(a) := ma

jest homomor�zmem.

3. Znale¹¢ izomor�zm pomi¦dzy D3 i S3.

4. Udowodni¢, »e S1 ∼= SO2(R).

5. Udowodni¢, »e:

(a) zªo»enie homomor�zmów jest homomor�zmem,

(b) zªo»enie izomor�zmów jest izomor�zmem,

(c) funkcja odwrotna do izomor�zmu jest izomor�zmem,

(d) je±li G ∼= H i H ∼= N , to G ∼= N .

6. Pokaza¢, »e grupa (Q,+) nie jest sko«czenie generowana.

7. Niech G b¦dzie grup¡ i g ∈ G. Przypomnijmy, »e rząd(g) := |〈g〉|, przy czym ℵ0 jest uto»sa-
mione z ∞. Udowodni¢, »e rząd(g) = min{n ∈ N>0 : gn = e} (przyjmujemy, »e min(∅) =∞).

8. Niech G b¦dzie grup¡, g jej elementem, a n liczb¡ caªkowit¡ ró»n¡ od 0.

(a) Udowodni¢, »e rząd(g) = rząd(g−1).

(b) Udowodni¢, »e gn = e wtedy i tylko wtedy, gdy rz¡d elementu g jest dzielnikiem n.

9. Udowodni¢, »e podgrupa grupy cyklicznej jest cykliczna.

10. Niech G i H b¦d¡ grupami.

(a) Udowodni¢, »e je±li f : G → H jest homomor�zmem grup i g ∈ G jest elementem sko«-
czonego rz¦du, to rz¡d elementu f(g) te» jest sko«czony i dzieli rz¡d elementu g. Pokaza¢,
»e je±li f jest monomor�zmem, to rz¦dy te s¡ równe.

(b) Niech G b¦dzie grup¡ cykliczn¡ generowan¡ przez element g, a h dowolnym elementem
H, który w przypadku, gdy rząd(g) < ∞ speªnia warunek rząd(h)|rząd(g). Udowodni¢,
»e istnieje dokªadnie jeden homomor�zm f : G→ H, taki »e f(g) = h.

11. Czy istnieje homomor�zm grup f : G→ H, gdzie:

(a) G = (Z,+), H = (Q,+), f(1) = 7,
(b) G = (Z,+), H = (Z,+), f(2) = 7 (wsk: czemu musiaªoby by¢ wtedy równe f(1)?),

(c) G = (R,+), H = (R∗, ·), f(1) = 5.
(d) G = (R,+), H = (R∗, ·), f(1) = −1,
(e) G = (Q,+), H = (Q∗, ·), f(1) = 2,
(f) G = (Q,+), H = (Q∗, ·), f(2) = 1,
(g) G = (Z4,+4), H = (Z5,+5), f(1) = 1,
(h) G = (Z4,+4), H = (Z,+), f(1) = 1,
(i) G = (Z4,+4), H = (Z2,+2), f(1) = 1.

12. Znale¹¢ wszystkie homomor�zmy f : G→ H, gdzie:

(a) G = (Z,+), H = (Q,+),
(b) G = (Z15,+15), H = (Z4,+4),



(c) G = (Z6,+6), H = (Z4,+4),
(d) G = Z2 × Z2, H = (Z4,+4).

13. Niech G b¦dzie grup¡ sko«czon¡ i niech H b¦dzie niepustym podzbiorem G. Udowodni¢, »e
H ¬ G wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dych h1, h2 ∈ H zachodzi h1h2 ∈ H.

14. Czy podzbiór H grupy G jest podgrup¡ G, gdzie:

(a) G = (Z× Z× Z,+), H = {(2x, 5x, 3x) : x ∈ Z},
(b) G = (Z∗8, ·8), H = {1, 3},
(c) G = (Z4,+4), H = {0, 3},
(d) G = (Z6,+6), H = {0, 3},
(e) G jest grup¡ izometrii kwadratu, a H skªada si¦ ze wszystkich czterech obrotów,

(f) G jest grup¡ izometrii kwadratu, a H skªada si¦ ze wszystkich czterech odbi¢ oraz iden-
tyczno±ci.

15. Niech H1 i H2 b¦d¡ podgrupami grupy G.

(a) Pokaza¢, »e H1 ∪H2 nie musi by¢ podgrup¡ G.

(b) Pokaza¢, »e je±lli H1 ∪H2 jest podgrup¡ G, to H1 ⊆ H2 lub H2 ⊆ H1.
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