
Algebra R - Lista 3

Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).

1. Niech · : G×X → X b¦dzie dowoln¡ funkcj¡. De�niujemy ψ : G→ XX przez ψ(g)(x) := g ·x.
Dowie±¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

(a) · jest lewym dziaªaniem G na X.

(b) ψ[G] ⊆ SX oraz ψ : G→ SX jest homomor�zmem.

2. Niech DA(G,H) b¦dzie zbiorem wszystkich dziaªa«G naH przez automor�zmy, a Hom(G,Aut(H))
� grup¡ wszystkich homomor�zmów z G w grup¦ Aut(H). Dowie±¢, »e funkcje

F : DA(G,H)→ Hom(G,Aut(H)) oraz F ′ : Hom(G,Aut(H))→ DA(G,H)

zadane wzorami F (·)(g)(h) = g · h oraz F ′(ψ)(g, h) = ψ(g)(h) s¡ wzajemnie odwrotnymi
bijekcjami.
Wsk. Z analogicznego faktu z wykªadu dla dziaªania grupy G na zbiorze X wywnioskowa¢,
»e wystarczy udowodni¢, »e F [DA(G,H)] ⊆ Hom(G,Aut(H)) oraz F ′[Hom(G,Aut(H))] ⊆
DA(G,H) i udowodni¢ te zawierania.

3. Dwa elementy a, b ∈ G nazywamy sprz¦»onymi, gdy istnieje g ∈ G, takie »e gag−1 = b.
Zauwa»y¢, »e elementy a i b s¡ sprz¦»one wtedy i tylko wtedy, gdy le»¡ w tej samej orbicie
wzgl¦dem dziaªania grupy na sobie przez automor�zmy wewn¦trzne. Wywnioskowa¢, »e relacja
sprz¦»enia jest relacj¡ równowa»no±ci, a jej klasy abstrakcji s¡ orbitami tego dziaªania: klasa
abstrakcji a to orbita a, czyli zbiór {gag−1 : g ∈ G} = {g−1ag : g ∈ G} =: aG, czyli jest to
klasa sprz¦»ono±ci a (zgodnie z terminologi¡ z wykªadu).

4. (a) Znale¹¢ i udowodni¢ kryterium na to, kiedy dwa elementy w grupie Sn s¡ sprz¦»one.
Jako wniosek opisa¢ klasy sprz¦»ono±ci w grupie Sn.
Wsk. Zastosowa¢ rozkªady na cykle rozª¡czne.

(b) Które z poni»szych par permutacji s¡ sprz¦»one? W przypadku gdy dane permutacje s¡
sprz¦»one, znale¹¢ element, który je sprz¦ga.(

1 2 3 4 5 6
2 4 5 1 3 6

)
oraz

(
1 2 3 4 5 6
4 5 1 3 6 2

)
(

1 2 3 4 5 6 7
5 7 2 1 6 4 3

)
oraz

(
1 2 3 4 5 6 7
6 7 5 3 4 2 1

)
5. Udowodni¢, »e wszystkie automor�zmy S3 s¡ wewn¦trzne.

6. Niech G b¦dzie grup¡. Zaªó»my, »e istnieje g ∈ G, taki »e rz¡d(g) 6= 1, 2. Udowodni¢, »e
Aut(G) 6= {idG}.

7. Zaªó»my, »e grupa G dziaªa na zborze X. Dowie±¢, »e stabilizatory elementów le»¡cych w
jednej orbicie maj¡ równ¡ moc.
Wsk. Dla elementów x, y z tej samej orbity wyrazi¢ Gy w terminach Gx.

8. Opisa¢ orbity dziaªania GLn(R) na Rn.

9. Niech (A,+) b¦dzie grup¡ przemienn¡. Udowodni¢, »e poni»szy wzór

∀a ∈ A 0 · a = a, 1 · a = −a

zadaje dziaªanie Z2 na A poprzez automor�zmy. Wskaza¢ odpowiadaj¡cy temu dziaªaniu
homomor�zm Ψ: Z2 → Aut(A). Kiedy Ψ jest monomor�zmem?

10. Wyznaczy¢ centrum S3 i centrum D4.

11. NiechH 6 G. Udowodni¢ bezpo±rednio (tzn. nie odwoªuj¡c sie do tw. Lagrange'a), »e |G/H| =
|H\G|.


