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Wszystkie odpowiedzi nale»y uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Niech X = {xi : i ∈ I} b¦dzie dowolnym zbiorem. Przez LX oznaczamy zbiór wszystkich sªów nad
alfabetemX, a przezNX � zbiór sªów nieskracalnych. Przypomnijmy, »e grupa FX byªa zde�niowana
jako zbiór klas abstrakcji relacji ∼ na LX z dziaªaniem konkatenacji na reprezentantach. Grupa
wolna o wolnym zb. gen. X byªa zde�niowana jako dowolna grupa G ⊇ X, dla której istnieje
izomor�zm ϕ : G → FX , taki »e ϕ(x) = [x] dla ka»dego x ∈ X. Uto»samiaj¡c x z [x], FX staje si¦
grup¡ woln¡ o wolnym zb. gen. X. Dla wygody czasami dowoln¡ grup¦ woln¡ o wolnym zb. gen. X
te» oznacza si¦ przez FX (chocia» jest ona zde�niowana z dokladno±ci¡ do izomor�zmu nad X); z
kontekstu powinno by¢ jasne, czy FX oznacza dowoln¡ grup¦ woln¡, czy jej konkretn¡ realizacj¦ za
pomoc¡ pierwotnej de�nicji FX jako zbioru klas abstrakcji relacji ∼.

1. Niech ρ b¦dzie funkcj¡ ze zbioru LX w zbiór NX , polegaj¡c¡ na kolejnym usuwaniu znajdu-
j¡cego si¦ najbardziej na prawo podsªowa postaci xϵix

−ϵ
i , gdzie i ∈ I i ϵ ∈ {−1, 1}. Udowodni¢

nast¦puj¡ce wªasno±ci funkcji ρ, gdzie u, v ∈ LX , i ∈ I oraz ϵ ∈ {−1, 1}.

(a) ρ(u) ∼ u.
(b) ρ(u) = u ⇐⇒ u jest nieskracalne.

(c) ρ(uv) = ρ(uρ(v)).

(d) ρ(xϵix
−ϵ
i u) = ρ(u).

(e) ρ(uxϵix
−ϵ
i v) = ρ(uv).

(f) ρ(uv) = ρ(ρ(u)ρ(v)). Wsk. Indukcja wzgl¦dem |u|.

Przypomnienie. Wªasno±ci (b) i (e) byªy u»yte na wykªadzie do pokazania, »e w ka»dej klasie równo-

wa»no±ci [u] sªowa u istnieje dokªadnie jedno sªowo nieskracalne (i jest nim wªa±nie ρ(u)). To pozwoliªo

wywnioskowa¢, »e x 7→ [x] jest zanurzeniem X w FX i uto»sami¢ X z podzbiorem FX .

2. Na NX de�niujemy dziaªanie u · v := ρ(uv), gdzie ρ jest funkcj¡ z zadania 1. Udowodni¢, »e
funkcja ρ̄ : FX → NX zadana wzorem ρ̄([u]) := ρ(u) jest dobrze okre±lonym izomor�zmem
struktur algebraicznych (FX , ·) oraz (NX , ·). Wywnioskowa¢, »e (NX , ·) jest grup¡ (izomor-
�czn¡ z FX).
Uwaga.W konsekwencji (NX , ·) jest jawn¡ realizacj¡ grupy wolnej o wolnym zb. gen.X. Przewaga NX
nad FX jest taka, »e tu nie trzeba uto»samia¢ x z [x], »eby dosta¢, »e X jest podzbiorem rozwa»anej

grupy. Przewaga FX jest taka, »e bardzo ªatwo sprawdza si¦, »e jest to grupa, a dla NX ª¡czno±¢

dziaªania nie jest natychmiastowa (zauwa»my, »e w zadaniu ª¡czno±¢ wynika z ª¡czno±ci dziaªania w

grupie FX , ale przy u»yciu funkcji ρ i jej wªasno±ci).

3. Dla podzbioru X grupy G udowodni¢, »e nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

(a) G jest grup¡ woln¡ o wolnym zbiorze generatorów X,

(b) G = ⟨X⟩ oraz dwa sªowa z LX de�niuj¡ ten sam element grupy G wtedy i tylko wtedy,
gdy s¡ one ∼-równowa»ne,

(c) G = ⟨X⟩ oraz sªowo z LX de�niuje element neutralny w grupie G wtedy i tylko wtedy,
gdy jest ono ∼-równowa»ne ze sªowem pustym,

(d) X jest zbiorem wolnych generatorów G, tzn. G = ⟨X⟩ oraz ka»de nieskracalne i niepuste
sªowo z LX de�niuje ró»ny od e element grupy G.

4. Niech X,Y b¦d¡ zbiorami. Udowodni¢, »e:

(a) je±li |X| = |Y |, to FX ∼= FY ,
(b) je±li FX ∼= FY , to |X| = |Y |.

Wsk. W (b) wydzieli¢ grupy FX i FY przez podgrupy generowane przez kwadraty wszystkich elemen-

tów.

5. Udowodni¢, »e podgrupa grupy wolnej Fx,y generowana przez elementy xnyxn, n ∈ N, jest
przez nie generowana w sposób wolny.



6. (Uniwersalno±¢ grupy zadanej przez prezentacj¦.) Niech A ⊆ LX . Niech G b¦dzie grup¡, a
f : X → G funkcj¡. Zaªó»my, »e dla ka»dego sªowa xϵ1i1 . . . x

ϵm
im
∈ A, f(xi1)ϵ1 . . . f(xim)ϵm = eG.

Niech πA : X → ⟨X|A⟩ oznacza obci¦cie do X homomor�zmu ilorazowego FX → FX/⟨⟨A⟩⟩.
Udowodni¢, »e wtedy istnieje dokªadnie jeden homomor�zm f̄ : ⟨X | A⟩ → G, taki »e f̄ ◦πA =
f .

7. Udowodni¢, »e
S3 ∼= ⟨x, y | x2 = y3 = xyxy = 1⟩.

Wsk. Skorzysta¢ z �przepisu� podanego na wykªadzie.

8. Udowodni¢, »e
Dn ∼= ⟨x, y | x2 = yn = xyxy = 1⟩.
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