Algebra IR - Lista 9

Wszystkie odpowiedzi nalezy uzasadnia¢ (nawet gdy w zadaniu nie jest to jawnie napisane).
Niech X = {z; : ¢ € I} bedzie dowolnym zbiorem. Przez Lx oznaczamy zbiér wszystkich stow nad
alfabetem X, a przez Nx — zbior stow nieskracalnych. Przypomnijmy, ze grupa IF x byta zdefiniowana
jako zbior klas abstrakcji relacji ~ na Lx z dzialaniem konkatenacji na reprezentantach. Grupa
wolna o wolnym zb. gen. X byla zdefiniowana jako dowolna grupa G 2 X, dla ktoérej istnieje
izomorfizm ¢: G — Fx, taki ze p(x) = [z] dla kazdego = € X. Utozsamiajac x z [z], Fx staje sie
grupa wolna o wolnym zb. gen. X. Dla wygody czasami dowolng grupe wolng o wolnym zb. gen. X
tez oznacza sie przez Fx (chociaz jest ona zdefiniowana z dokladnoscia do izomorfizmu nad X); z
kontekstu powinno by¢ jasne, czy Fx oznacza dowolna grupe wolna, czy jej konkretna realizacje za
pomocy pierwotnej definicji Fy jako zbioru klas abstrakcji relacji ~.

1. Niech p bedzie funkcjg ze zbioru Ly w zbior Nx, polegajadcad na kolejnym usuwaniu znajdu-
jacego sie najbardziej na prawo podstowa postaci x{z; ¢, gdzie i € I ie € {—1,1}. Udowodni¢
nastepujace wlasnosci funkcji p, gdzie u,v € Lx, i € I oraz € € {—1,1}.
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p v) = p(uwv).
p uv) p(p(u)p(v)). Wsk. Indukcja wzgledem |u).

Przypomnienie. Wlasnosci (b) i (e) byly uzyte na wykladzie do pokazania, ze w kazdej klasie réowno-
waznosci [u] stowa u istnieje dokladnie jedno stowo nieskracalne (i jest nim wlasnie p(u)). To pozwolito
wywnioskowad, ze x — [z] jest zanurzeniem X w Fx i utozsami¢ X z podzbiorem Fx.

2. Na Nx definiujemy dziatanie u - v := p(uv), gdzie p jest funkcja z zadania 1. Udowodnié, ze

funkcja p: Fx — Nx zadana wzorem p([u]) := p(u) jest dobrze okreS§lonym izomorfizmem
struktur algebraicznych (Fx,-) oraz (Nx,-). Wywnioskowaé, ze (Nx,-) jest grupa (izomor-
ficzna z Fx).
Uwaga. W konsekwencji (Nx, -) jest jawna realizacja grupy wolnej o wolnym zb. gen. X. Przewaga Nx
nad Fx jest taka, ze tu nie trzeba utozsamiaé z z [z], zeby dostaé, ze X jest podzbiorem rozwazanej
grupy. Przewaga Fx jest taka, ze bardzo tatwo sprawdza sie, ze jest to grupa, a dla Nx tacznosé
dzialania nie jest natychmiastowa (zauwazmy, ze w zadaniu ltacznosé wynika z tacznosci dzialania w
grupie Fx, ale przy uzyciu funkcji p i jej wlasnosci).

3. Dla podzbioru X grupy G udowodnié, ze nastepujace warunki sg rownowazne:

(a) G jest grupa wolng o wolnym zbiorze generatorow X,

(b) G = (X) oraz dwa stowa z Lx definiuja ten sam element grupy G wtedy i tylko wtedy,
gdy sg one ~-réwnowazne,

(¢c) G = (X) oraz stowo z Ly definiuje element neutralny w grupie G wtedy i tylko wtedy,
gdy jest ono ~-réwnowazne ze stowem pustym,

(d) X jest zbiorem wolnych generatorow G, tzn. G = (X) oraz kazde nieskracalne i niepuste
stowo z Lx definiuje rézny od e element grupy G.

4. Niech X,Y beda zbiorami. Udowodni¢, ze:
(a) jesli [ X|=[Y], to Fx = Fy,
(b) jesli Fx 2 Fy, to | X|=|Y].

Wsk. W (b) wydzieli¢ grupy Fx i Fy przez podgrupy generowane przez kwadraty wszystkich elemen-
tow.

5. Udowodni¢, ze podgrupa grupy wolnej F, , generowana przez elementy z"yz™, n € N, jest
przez nie generowana w sposob wolny.



6. (Uniwersalnosé¢ grupy zadanej przez prezentacje.) Niech A C Lx. Niech G bedzie grupa, a
[+ X — G funkcja. Zatozmy, ze dla kazdego stowa x§! ... x{™ € A, f(zyy) ... f(2i,,)™ = eq-
Niech m4: X — (X|A) oznacza obciecie do X homomorfizmu ilorazowego Fx — Fx /((A)).
Udowodnié¢, ze wtedy istnieje doktadnie jeden homomorfizm f: (X | A) — G, taki ze fory =

f.

7. Udowodnié, ze
Sz 2 (z,y | 2° =y = zyzy = 1).

Wsk. Skorzystaé z “przepisu” podanego na wykladzie.

8. Udowodnié, ze
D, = (z,y | 22 =" = zyzy = 1).



