
Teoria stabilno±ci I, Lista 4

R jest pier±cieniem z 1, TR jest teori¡ lewych R-moduªów i M |= TR.

Zadanie 1. Niech R b¦dzie pier±cieniem euklidesowym. Udowodni¢, »e ka»da pp-
formuªa ϕ(x) jest TR-równowa»na koniunkcji formuª postaci pk | t(x) oraz t(x) = 0,
gdzie t(x) jest R-liniow¡ kombinacj¡ zmiennych x, p ∈ R elementem pierwszym, a k
liczb¡ naturaln¡.

Zadanie 2. Niech ϕ(x, y), ψ(x) i θ(x) b¦d¡ pp-formuªami. Udowodni¢, »e:
(i) ∃yϕ(x, y) jest pp-formuª¡,
(ii) ψ(x) ∧ θ(x) jest pp-formuª¡,
(iii) ϕ(x, 0) jest pp-formuª¡,
(iv) ψ(M) jest podgrup¡ M l, gdzie l = |x|,
(v) dla ka»dego a ∈ Mk, je±li ϕ(M,a) 6= ∅, to ϕ(M,a) = ϕ(M, 0) + b dla pewnego
b ∈ ϕ(M,a),
(vi) dla ka»dego a ∈Mk, je±li ϕ(M,a) jest podgrup¡ M l, to ϕ(M,a) = ϕ(M, 0).

Zadanie 3. Niech A,A0, . . . , An−1 b¦d¡ zbiorami sko«czonymi. Udowodni¢, »e wtedy
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Zadanie 4. Napisa¢ ∃∀-zdanie χψ,θ,n, takie »e dla dowolnego M |= TR

M |= χψ,θ,n ⇐⇒ n(ψ/θ,M)  n.

Wywnioskowa¢, »e dla dowolnych lewych R-moduªów M i N

M ≡∀∃ N ⇐⇒ M ≡ N.

Zadanie 5. (i) Niech N = M ⊕M ′, gdzie N,M,M ′ s¡ lewymi R-moduªami. Udo-
wodni¢, »e M jest czysty w N .
(ii) Niech V b¦dzie przestrzeni¡ liniow¡ nad pier±cieniem z dzieleniem, a W � jej
podprzestrzeni¡. Udowodni¢, »e W jest czysta w V .

Zadanie 6. Niech M ⊆ N b¦d¡ lewymi moduªami nad euklidesowym pier±cieniem
R. Dowie±¢, »e M jest czysty w N wtedy i tylko wtedy, gdy dla ka»dego r ∈ R oraz
m ∈M zachodzi równowa»no±¢

M |= (∃y)(ry = m) ⇐⇒ N |= (∃y)(ry = m).

Zadanie 7. Udowodni¢, »e M⊕k ≺Mk dla dowolnej liczby kardynalnej k > 0.
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