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Lista 10.

. Niech p,v, A beda o—skonczonymi miarami. Pokaz, ze

i) jezeli p,v < A to
dp+v) dp  dv

i
i) jezeli p <K v < A to

du dv _dy

dv d\  dX

iil) jezeli p <« v oraz v < pu to

du _ (dv\™
dv  \du

. Zatézmy, ze v; < pu; dla i = 1,2. Pokaz, ze wtedy 11 X vo < 1 X o i zachodzi wzor
d(1/1 X Z/2> diq dvy
———(x1,20) = — (1) —(x2).
i xuz)( 1,72) dm( 1)dﬂ2( 2)

. Uzasadnij, ze je$li v < poraz v 1 pto v =0.

. Niech p bedzie lokalnie skoniczona (skonczona na kazdym przedziale) miara na Bor(R). Pokaz, ze funkcja

>
Flz) = 1[0, ) dlaz >0
ulz, 0) dlaz <0

jest niemalejaca oraz lewostronnie ciggla.
. Dla niemalejacej, lewostronnie ciaglej F' : R — R definiujemy miare pp, taka ze prla,b) = F(b) — F(a).
Pokaz, ze
i) pp jest skoficzona wtedy i tylko wtedy gdy F jest ograniczona

i) punkt z jest atomem dla miary pr wtedy i tylko wtedy gdy F' jest nieciggla w zq. Ile wynosi p({zo}) =?
W szczegblnosei pp jest ciagla (bezatomowa) wtedy i tylko wtedy gdy F jest ciagla.

. Pokaz, ze dla funkcji Cantora F' wprowadzonej na wykladzie miara pp jest singularna wzgledem miary
Lebesgue’a.

. Niech (X, F, u) bedzie o-skoficzong przestrzenia miarowa i niech G C F bedzie pewnym o-cialem. Korzysta-
jac z twierdzenia Radona-Nikodyma uzasadnij, ze dla dowolnej p-catkowalnej funkcji f istnieje G-mierzalna
funkcja g, taka ze

/ fz)dp(z) = / g(x)dp(x) dla dowolnego F € G.
E B
Funkcje g oznaczamy E[f|G].

. Dla przestrzeni miarowej ([0, 1), Bor([0, 1)), A) oraz dowolnej funkcji caltkowalnej f wyznacz fo = E[f|{0, [0, 1]}].
Ogolniej dla F,, = o ({[k27",(k+1)27") : 0 < k < 2"}) wyznacz f, = E[f|F,]. Zauwaz, ze E[f,|Fm] =
fmin(n,m)-

. Dla ciagu f, takiego jak w poprzednim zadaniu pokaz ze dla A > 0 zachodzi

1
Az : mT?an(iE) > A) < /\71/0 |f(z)|dx

Wskazéwki: Niech G = {z : max,, f,(z) > A}. Dla z € G definiujemy n(z) = min{k : fi(x) > A\}. Pokaz, ze
dla g(z) = >, fi(x)xn-10:) (%) zachodzi G = {x : g(x) > A}. Zastosuj nieréwnoé¢ Czebyszewa dla funkcji g
a nastepnie poréwnaj tg calke z fol |f(z)|da.



