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Lista 2

. Uzasadnij, ze rodzina zbioréw R := {{J]_,[a;,b;) : n > 0, a; < b; dla i < n} tworzy pierscien na R.

Niech R bedzie pierscieniem zbioréw zdefiniowanym powyzej. Pokaz, ze po(U;_[ai, b)) = iy [bi — ai
jest dobrze zdefiniowana przeliczalnie addytywna funkcje zbioru.

Dla rosnacego ciagu cial A,, definujemy A = |J,, A,. Czy A jest réwniez cialem? (poréwnaj odpowiedz z
zadaniem 3 z listy 1.)

Dla ciagu zbioréw A,, definujemy zbiory lim inf,, oo An = U, Ngs, Ak orazlimsup,,_. 4, =, Ups, Ak
ktére nazywamy odpowiednio granica dolna oraz gorng ciagu A,,. Uzasadnij

i) ﬂn>1 A, <liminf, . A, <limsup,,_, 4, < Un21 A,.

ii) (liminf,, A,)¢ = limsup,, AS
iii) liminf, (4, N B,) = liminf,, A, Nliminf, B,
iv) liminf,(A,UB,) 2 liminf,, A,Uliminf,, B,. Podaj przyklad ciagéw dla ktérych réwnosé nie zachodzi.
v) dla dowolnego o-ciala F jezeli A,, € F to réwniez liminf, A,,limsup, A, € F

Jezeli liminf,, o A, = limsup,, ., A, to méwimy, ze ciag (A,) jest zbiezny i powyzszy zbior oznaczamy
lim,, 4,,.

Udowodnié, ze jesli (4,) jest ciagiem zbioréw z o-ciala na ktérym okre$lona jest miara skonczona u to
w(lim, A,,) = lim,, u(4,).

Czy dla dowolnego ciagu cial A,, rodziny lim inf,, A,, oraz lim sup,, A,, sa réwniez cialami? Co w przypadku
o-cial?

Dla o-ciala F oraz zbioru E ¢ F opisz postaé zbioréw z o (F,{E}).

Niech (X, F,u) bedzie przestrzenig miarowa, N' = {N : N C M, u(M) = 0}. Definiujemy F* = {EUN :

E e F,N e N}, oraz i : F* + [0, +00] wzorem p(E U N) := u(FE). Wykaz, ze rodzina F* jest o-cialem
oraz [i jest dobrze zdefiniowana miarg na F*.

Przy oznaczeniach z poprzedniego zadania uzasadnij (X, F*, i) = (X, M(u*), u*).
Dla \* zdefiniowanej w zadaniu 11 z listy 1. wyznacz |[M(\*)].

Udowodnij A*(4) =0 = int(A) = 0.

Sprawdzié, ze Bor(R) generowane jest przez kazda z nastepujacych rodzin

i) odcinki otwarte o konicach wymiernych

ii) odcinki domkniete

iii) odcinki postaci (a, b], przy czym a,b € Q

—_ — — —

iv) polproste postaci (—oo, a], przy czym a € Q

Dla zbioru Cantora C wyznacz HE(C) = inf{> "2, |b; — a;|? : C C Uisilai, bil, bi —a; < d}, a nastepnie
H?(C). Dla jakiego parametru d > 0 H%(C) = 0 a dla jakiego H%(C) = co? (por.: zad. 13, 16 z listy 1).



