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Lista 4.

. Niech p bedzie miara borelowska na R", skonczona na kulach. Uzasadnij, ze dla kazdego borelowskiego E

spelniajacego u(E) < oo oraz kazdego € > 0 istnieje zbiér zwarty K, taki ze pu(F \ K) < e.
Uzasadnij, ze jezeli By C E C Ey dla Fy, Es € L oraz A(E1) = A(E2) to E € L.

Na przestzeni R" definiujemy miary zewnetrzne ji;(A) = inf{d_;vol(P;) : A C |J; P} oraz up(A) =
inf{>", vol(Q;) : A C |, Qi}, przy czym P; = [a},b}] x --- x [al', bl'] sa prosotpadloécianami a @; pewnymi
kostkami. Uzasadnij, ze uy = p; oraz ich obcigcie do zbioréw borelowskich definiuje miar¢ m, taka ze
m(E) = m(F + z) dla kazdego « € R".

Dla 6 = (61, ,0n), przy czym &; > 0 definujemy
0F = {(61,371, Ce ,6nxn) : (.’El, Ce 7.’1Jn) S E}
Uzasanij, ze F jest borelowski dla dowlonego borelowskiego E. Ponadto m(0E) = 61 - - - §,m(E).

Rozwazmy nastepujaca modyfikacje zbioru Cantora: dla zadanego ciagu (I,,) liczb nieujemnych w k-tym
kroku z kazdego odcinka domknigtego usuwamy srodkowy odcinek otwarty o dlugosci l. Uzasadnij, ze tak
otrzymany w granicy zbiér C' jest borelowski. Kiedy C' # ()7 Oblicz A(C)=".

Dla dowolnego A C R defiunjemy

N N
T*(A) =inf{>_|L|: AC | L}
1=1 1=1

Uzasadnij, ze J*(A) = J*(A). Podaj przyklad zbioru przeliczalnego zbioru F C [0, 1] takiego by J*(A) = 1.

Niech (X, F, ) bedzie przestrzenia miarowa. Méwimy, ze T € F jest atornem miary p jezeli dla dowolnego
A € F z faktu A C T wynika p(A) =0 lub u(A) = pu(T). Jezeli miara p nie ma atoméw to méwimy, ze jest
bezatomowa.

Uzasadnij, ze miara Lebesgue’a jest bezatomowa.

Niech (X, F, u) bedzie skohczona przestrzenia miarowa. Uzasadnij, ze dla dowolnego E € F oraz 0 < r <
wu(E) istnieje A C E, taki ze u(A) = r. Wsk: dla dowolnego § zbiér E mozna przedstawié¢ jako sume zbiérw
o mierze nie wigkszej niz .

Niech A C R dowolny, taki ze \*(A) > 0. Uzasadnij, ze dla dowolnej 0 < a < 1 istenieje odcinek I taki by
A(ANT) = \I).

Udowodnij, ze dla E € L jezeli A(E) > 0 to zbiér E — FE := {x —y,x,y € E} zawiera pewne otoczenie zera.
Wsk: poprzednie zadanie z o = 0.9 oraz zauwaz, ze jezeli a ¢ ENI to ENI oraz a + E N I sa rozlaczne.
Poréwnaj odpowiednie miary.

Udowodnij, ze dla E, F € F jezeli A\(E), A(F) > 0 to
E+F={z+y;x € E,yc F}

zawiera odcinek otwarty.



