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Lista 5.

. Uzasadnij, ze kazda z rodzin {[—o00,t) : t € R}, {[-00,t] : t € R}, {[—00,t) : t € Q} itd. generuje o-cialo

o(Bor(R) U {{—o0}, {o0}}).

Uzasadnij regule Littlewooda: “...kazdy (mierzalny) zbiér w R™ jest niemal skoficzona suma odcinkéw...”,
$cislej: dla dowolnego zbioru E € Bor(R™) oraz e > 0 istniej skoniczona kolekcja odcinkéw Iy, ..., Iy, takich
7\ ((Uiew ) O E) <.

Uzasadnij, ze jedli f : X — R jest F mierzalna funkcja prosta to istnieja rézne liczby liczby a; ..., ax oraz
ciag parami roztacznych zbioréw Aq,..., Ay € F, takich ze

k
=1

Uzasadnij, ze suma oraz iloczyn funkcji prostych jest funkcja prosta. Podobnie ztozenie funkcji prostej z
dowolng funkcja jest rowniez funkcja prosta.

Uzasadnij, ze dla dowolnej funkcji mierzalnej f istnieje ciag funkeji prostych prostych s,,, takich ze |sg(z)| <
|sk+1(z)] oraz lim, o sp(x) = f(z). Wsk: f = fT — f~ dla f* = max(f,0) oraz f~ = —min(f,0).

Funkcje prosta ¢ : R — R nazywamy funkcja schodkowa jezeli jest stala na okre$lonych przedziatach.
Uzasadnij, ze dla dowolnej funkcji mierzalnej f istnieje ciag (¢y,) funkcji schodkowych, takich ze

lim ¢,(x) = f(x) A prawie wszedzie.

n—0o0
Wsk: uzyj zadania 2. w celu zastapienia funkcji prostych funkcjami schodkowymi.
Pokaz w bezposredni sposob, ze iloczyn funkcji mierzalnych jest funkcjg mierzalna.

Pokaz, ze funkcja h zdefiniowana w nastepujace sposob h(t) = % dla t # 0 oraz g(0) = 1 jest funkcja
borelowska na R. Wywnioskuj, ze dla funkcji mierzalnych f,g: X — R, jesli g(z) #0 dla z € X to 5 jest
funkcjg mierzalna.

Pokaz, ze kazda funkcja monotoniczna f : R — R jest borelowska.

Dana jest rodzina { f, : s € S} funkcji ciagltych f; : R — R indeksowanych pewnym nieprzeliczalnym zbiorem
S. Udowodnij, ze h(z) = sup,cg fs(x) jest borelowska. Wsk: Co mozna powiedzie¢ o zbiorze {sup, fs < t}?

Uzasadnij, ze zalozenie ciggloéci w poprzednim zadaniu jest istotne tj.: podaj przyktad rodziny funkcji
borelowski { fi }+cr, takich Ze sup,cp f; nie jest borelowskie.

Niech f : R — R bedzie dowolna funkcja. Niech F, = {z : 0sc,(f) > €}, przy czym
0scy(f) = inf sup |f(z1) = fla2)l.

6>0 3, 2, e(x—6,2+9)

Uzasadnij, ze F. jest zbiorem domknietym. Wywnioskuj, ze zbiér ciaglosci f jest zbiorem borelowskim.



