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Lista 6.

Dla funkcji f1(z) = 1/z, f2(x) = xo, f3 =sgn(z —1/e)xge okreslonych na [—1,1]

i) wyznacz odpowiednie zbiory ciaglosci C; = {x : f; jest ciagla w punkcie x}. Ktére funkcje sa ciagle
prawie wszedzie tj. A(C¥) = 07

ii) Wskaz zbiory E; C [0, 1] pelnej miary, takie ze obciecie f;|g, do E; jest funkcja ciagla.
Przypomnienie: f|g jest ciagla w punkcie x € E jezeli

(Ve>0)(36 > 0)(|lz —yl < by € E) = |f(z) — f(y)| <e

iii) Dla jakich funkcji istnieje ciagla wersja tj. funkcja ciagla g réwna f; prawie wszedzie?

Zauwazy¢, ze jesli p(X) < oo, a f : X +— R jest funkcja mierzalna, to dla kazdego € > 0 istnieje zbiér A,
taki ze pu(A) < e i f jest ograniczona na X \ A.

Niech |f,| < M, gdzie f,, & f. Sprawdzié, ze |f| < M prawie wszedzie.

Niech f, bedzie niemalejacym ciagiem funkcji mierzalnych, zbieznych do f wg. miary. Udowodnié¢, ze wtedy
fn — [ prawie wszedzie.

Sprawdzi¢, ze jesli f, & f i In £ g to fn+gn £ f+g. Pokazaé, ze f,gn aN fg przy dodatkowym zalozeniu,
ze fn 1 gn sa wspOlnie ograniczone przez stala.

Niech u bedzie miara skoiczong. Wykazaé, ze jesli f, & f oraz f(x) # 0 dla kazdego z, to 1/f, £ 1/f.

Niech p bedzie miarg skoficzona. Wykazaé, ze jesli f, - f oraz h jest dowolng funkcja ciagla to h(fn) L
h(f).

Niech pu(X) < co. Udowodnié, ze jesli f, Lri In £ g to fugn £ fg. Pokazaé, ze zalozenie skonczonosci
miary jest istotne.

Pokazaé, ze dla dowolnej funkcji mierzalnej f istnieje ciag funkcji ciagtych, takich ze f, — f prawie
wszedzie.

Skonstruuj zbiér mierzalny E C [0, 1] o tej wlasnosci, ze dla dowolnego odcinka I C [0, 1] miary A(E U I)
oraz A(E°N1I) sa dodatnie. Wskazéwka: w pierwszym kroku bierzemy modyfikacje zbioru Cantora z zadania
5 z listy 4 z dodatnia miarg a nastepnie na kazdym odcinku ktéry kiedykolwiek odrzuciliSmy powtarzamy
ta konstrukcje.

Dla zbioru E z poprzedniego zadania definiujemy f = xg. Pokazaé, ze jezeli funkcja mierzalna g jest rowna
f prawie wszedzie to g jest nieciagla w kazdym punkcie x € [0, 1].

Dla funkcji f z poprzedniego zadania pokazaé¢, ze nie zachodzi twierdzenie Luzina z ¢ = 0: dla dowolnego
zbioru miary zero A obcigcie fljo,1pa : [0,1] \ A+ R nie jest funkcja ciagla.



