10.

Lista 7.

. Dla dodatnich funkcji mierzalnych f, g uzasadnij

i) [pop fdu= [ fdu+ [, dp dla dowolnych rozigcznych zbioréw mierzalnych E, F.
i) jesli f < gto [ fdu < [gdu
iii) jesli [ fdu < oo to f(x) = 0 prawie wszedzie.
Korzystajac z odpowiednich wlasnosci dla calek z funkcji dodatnich uzasadnij, ze calka Lebesgue’a zdefi-

niowana dla dowolnej funkcji calkowalnej f wzorem [ fdu = [ ftdu — [ f~du jest liniowa, addytywna,
monotoniczna oraz spelnia nieréwno$é trojkata.

Ustali¢, czy

i) iloczyn funkeji catkowalnych jest catkowalny
ii) funkcja f, gdzie f = 1 prawie wszedzie jest calkowalna;
iii) f jest calkowalna jesli jest calkowalna na kazdym zbiorze miary skorficzonej.
Na przestrzeni (N, P(N), u), gdzie p jest miara liczaca tj. u(A) = |A| dla zbioréw skonczonych oraz p(A) =

oo dla kazdego A nieskonczonego. Udowodnié, ze f : N — R jest calkowalna wtedy i tylko wtedy gdy
Yooy 1f(n)] < oo. Ile wynosi catka z f?
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niewlasciwa)? Czy jest jest réwniez calkowalna w sensie Lebesgue’a?

Czy funkcja f : [0,00) — R zadana wzorem f(z) =

jest catkowalna w sensie Riemanna (catka

Dla funkcji f zdefiniowanej powyzej wskaz ciag zbioréw mierzalnych E,, o skonczonej mierze, takich ze
U, En = [0,00) oraz [, f(x)d\(z) — oc.

Niech pu(X) < oo oraz f, bedzie ograniczonym/monotonicznym ciggiem funkcji mierzalnych, takim ze
fn & f. Uzasadnij, ze [ frdp — [ fdu. Wskazoéwka: jezeli z kazdego podciagu ciagu a, mozna wybraé
podciag zbiezny do a to lim, a,, = a.

Wykazaé nieréwnosé Czebyszewa: dla dowolnej funkcji catkowalnej f oraz ¢t > 0
pla £@)] > 1} < [ |fld
7 powyzszej nieréwnosci wywnioskowaé, ze jezeli

/U—nmwﬂ)w £l .

Korzystajac z lematu Fatou udowodni¢ ogélne twierdzenie Lebesgue’a o zbieznosci ograniczonej: jezeli ciag
funkeji f,, zbiega punktowo do pewnej funkeji f oraz |f,| < g prawie wszedzie dla pewnej nieujemnej funk-
cji catkowalnej g wéwezas funkcje f,, f sa rowniez calkowalne oraz lim, oo [ fn(2)du(z) = [ f(z)du(z).
Wskazowka: rozwazy¢ ciagi g — f,, oraz f, + g.



