Lista 8.

1. Dla danej kolekcji Eq, Es, ..., E, zbioréw mierzalnych znajdz kolekcje zbioréw mierzalnych Fi,--- | Fi
gdzie N = 2™ — 1 oraz dla dowolnego k
Ek’ = U Fj = U Fj.
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2. Podaj przyktad funkeji ciaglej dodatniej f : R — R, takiej ze f jest calkowalna ale limsup,_, . f(x) = co.
3. Uzasadnij, ze dla jednostajnie cigglej funkcji catkowalnej f : R — R zachodzi lim,| o f(z) = 0.
4. Niech f bedzie funkcja na R zadana wzorem

x1/2 dla0<z<1
fz) = .
0 w przeciwnym wypadku.

Dla ciagu {ry }n>1 wszystkich liczb wymiernych definiujemy

(z) = Z 27" f(x +1y).
n=1

Uzasadnij, ze F' jest funkcja catkowalna i wywnioskuj, ze szereg definiujacy F' jest zbiezny dla prawie
kazdego = € R. Pokaz, ze F nie jest ograniczona na dowolnym odcinku I, co wigcej jesli F' = F' p.w. to
réwniez F' nie jest ograniczona na I.

5. Dla przestrzeni miarowej (X,F,u) oraz funkcji mierzalnej f : R +— [0,00] definiujemy zbiory Ej =
f7H(2%,00)), Fi, = f71((27,2¥F1]). Uzasadnij, ze {z : 0 < f(z) < 0o} = Uyey Fr oraz f jest calkowalna
wtedy i tylko wtedy gdy > ,.cz 28 u(Fr) < oo wtedy i tylko wtedy gdy Y-, o7 2" u(Ey) < oo.

&

Zalézmy, ze fn, f,9n,g sa funkcjami catkowalnymi, takimi ze f, — f p.w., gn — g P-W., fn < |gn| oraz
[ gndp — [ gdp. Udowodnij [ fndu — [ fdu.

7. Dana jest przestrzen miarowa (X,F,u) oraz ciag nieujemnych funkcji catkowalnych f,,, takich ze f, — f
prawie wszedzie oraz [ fh,du — [ fdu. Wykaz, ze dla dowolnego mierzalnego A zachodzi

/A Fodp = /A dp.

Zalozmy, ze f, oraz f sa funkcjami catkowalnymi, takimi ze f, — f p.w. oraz [|f,|dp — [|f|du. Pokaz
e [ |fn— fldi — 0.

9. Dane sa funkcje calkowalne f,,, f spelniajace [ |f, — f|dp — 0 oraz ograniczone gy, g, takie ze g, — g p.w.
Wykaz, ze [ fogndp — [ fgdp.

10. Uzasadnij, ze nastepujace ciagi sa zbiezne oraz wyznacz ich granice
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i) [;/(14x/n)""log(2 + cos(x/n))dx
) Jo (1= a/n)"log(2 + cos(x/n))dx
iii) fl (}i;ﬁ” log(2 + cos(z/n))dz
iv) [° ne " sin(1/z)dx
V) ffn f (1 + %) g(x)dx dla ciaglej, ograniczonej funkeji f oraz calkowalnej g

11. Dla funkcji catkowalnej f : R — R pokaz, ze F(x f_ y)dy jest jednostajnie ciagla.



