ANALIZA MATEMATYCZNA 3. NOTATKI Z WYKLADU 2.B

Funkcja f : D — IR, gdzie D C IR? parze (z,y) € D przyporzadkowuje liczbe f(z,vy).
Jej wykresem jest zbior
{(z,y,2) 1 2= f(z,y), (z,y) € D},

inaczej piszac:

{(z,y, f(z,9)), (z,y) € D} .

Wykres jest podzbiorem ...... . Jego rzut na plaszczyzne z = 0 jest 'réwny’ ...... .
Zbiér f[D], zawarty w ...... , jest rzutem wykresu na ...... .
* ok ok

1. Niech f(x,y) =22 —y + 2.
a) Oblicz: f(2,3) = .oceveeenn. L F(3,2) = e L f(x,0) = ,
fLy)= . ,

b) Rozwiaz réwnania. Co one méwia o wykresie f7
(i) flz,4) =0,
(i) f(4,9) =0,
(iii) f(z,z) =0,
(iv) flyy) =1
Z (i) wynika, ze prosta ............ przecina wykres w ............
Z (ii) wynika, ze ............
Z (iii) wynika, ze ............
Z(

iv) wynika, ze ...........

c) Zaznacz w (jednym) ukladzie wspéhrzednych nastepujace zbiory:

A={(z,y): f(z,y) =0},
B={(zy): f(z,y) = 1},

C=A{(x,y): flw,y) =1} .

Jak je zgrabniej oznaczé?



¢’) Zaznacz w (jednym) ukladzie wspéhrzednych nastepujace zbiory:

A={(z,2): 2= f(x,y), y=0,z € R},
B={(xz,2): 2= f(xé)},

C=A{(= f(z,1)):z € R} .

Jak je zgrabniej oznaczé?

d) Nastepujace zbiory leza na plaszczyznach. Narysuj je (plaszczyzny i zbiory).
A={(z,y,2): 2= flz,y) N y=1},

B ={(z,2, f(z,2)) : z € R},

C={2y.2): 2= f29)}

D={(z,y,2): z= f(z,y) N y=x+1},

E={(zy, f(z,y)) & =1},

F={(z,2,2) : 2 = f(z,z)}

2. Jak wygladaja wykresy funkcji: f(z,y) = 22, g(z,y) = 2% —y, h(z,y) = 2% —2?



Przyklad. Dla f(x,y) = xy ciecie wykresu

plaszczyzna y = ...... jest prosta, nachylona do plasczyzny z = 0 pod katem 7/4,

a dla ciacia y = —v/3 jest prosta nachylona do plasczyzny z = 0 pod katem ...... .
Ciecia wykresu plaszczyznami x = ¢ sa réwniez prostymi: {(c,y,2) : z = cy, y € R}.
Zatem wykres jest suma (nieskonczona) prostych — powierzchnia z = xy jest
przykladem powierzchni prostokresinej.

Nie oznacza to, ze dla kazdej plaszczyzny (prostopadlej do pt . z = 0) przeciecie
wykresu jest prosta, np. ........... .

Roéwniez poziomice nie sg prostymi; dla s € IR

P, ={(z,y): f(z,y) =s} ={(z,y) : ...... =st={)z,y):y=s5-—11},
czyli sa to .o . Dla pozostalych s tez otrzymujemy ............
(z wyjatkiem s = ...... , gdzie dostajemy sume ............ ).
k% ok

UMowaA. Jesli podano wzdr funkeji f = f(z,y), ale jawnie nie podano dziedziny, to
przyjmujemy, ze dziedzina sa wszystkie pary (z,y) €IR?, dla ktérych wzér ma sens.

Na przyktad:

o f(x,y) = g ma dziedzing Dy = IRY \ ({1} xIR) = ((0, +00) \ {1}) x (0, +00).

V1-a?2—y?
1—22
inaczej: D, = {(z,y) € R? : 22 +y? < 1} x (—1,1), (walec bez obu podstaw)

o g(z,y,2) = ma dziedzine D, = {(z,y,2) ER? : 22 +4+y? < 1,|2| < 1}

3. Opisz (i naszkicuj) obszar bedacy dziedzina, funkcji:

a) f(z,y)=In(zy)

b) g(,z,y) =\/z -y



SYMETRIE WYKRESOW (NIEKTORYCH) FUNKCJI

(i) Dla g(z,y) = sin(z + |y|) mamy: g(z,y) = g(z, —y), dla kazdego (z,y) € R
Pary punktéw wykresu (z,y, g(x,v)), (z,—y, g(x, —y)) leza symetrycznie wzgledem
plaszezyzny y = 0 (OXZ); ta plaszczyzna jest plaszczyzna symetrii wykresu g.
Korzysé z tego taka, ze 'wystarczy zrozumieé’ czesé wykresu, dla par z IR x [0, +00)
— reszte 'zobaczymy w lustrze’.

(ii) Dla f(z,y) = (z — 3)? + y mamy:

f(2,5) = f(4,5), f(-1,¢) = f(7,¢), f(5,d) = f( ... ,d), fFB+h,y)=f(3 ...... ).
Widaé, ze pary punktéw wykresu: (34 h,y, f(3+h,y)), (3—h,y, f(3—h,y))
‘ogladaja, si¢ w lustrze’ x = 3, czyli wykres f ma ptaszczyzne symetrii x = 3.

(iii) Niech h bedzie taka, ze h(z,y) = h(8—x,y), dlakazdego (x,y) € IR®. Mamy:
h(2,5) = h(...,5), h(....c) = h(9,¢), h(r,d) = h(...,d), h(...+ s,y) = h(... — s,7).
Zatem pary punktéw: (... 4+ s,y,h(... +s,9)), (... —s,y,h(... — s,y)) ’ogladaja sie
w lustrze’ ... = ..., czyli wykres h ma plaszczyzne symetrii ... = ... .

(iv) Para punktéw (2,1,5), (=2, —1,5) lezy symetrycznie wzgledem osi OZ,
réwniez para (m,—3,7),(...,...,7) oraz (z, ..., 2), (..., 4, ...).

05 OZ jest osia symetrii wykresu f : R? =R <= f(z,y) = f(...,...), dla (z,y) €IR?

(v) Niech L = {(a,b)} x R (prosta przechodzaca przez punkty (a,b,0), (a,b,1) ).
L jest osia symetrii wykresu f : R*> R <= f(z,y) = f( ... , ... ), dla (z,y)€R?

UWAGA.
O$ OZ nie jest osia symetrii wykresu funkcji f: [0,1]> = R, f(z,y) = 2y, bo ......

(vi) Wykres g(x,y) = 4 — |z| — |y| ma wiele symetrii: np.: ............

(vi) Jeszcze wigcej ma wykres h(x,y) = 4 — |22| — y2. Tle? ............



4. Dobierz odpowiednia funkcje (i jej dziedzine) tak, by jej wykres wygladat jak:
a) tréjkat o wierzchotkach (2,0,0), (0,2,0), (0,0,8)

b) powierzchnia boczna stozka o wysokosci (0,0,0)(0,0,2) i promieniu podst.= 5

e) dach dwuspadzisty domu 8 x 10 o wysokosci 7

f) pdt powierzchni pitki do rugby

g) wigwam

h) blacha falista

g) wulkan

5. Niech :IR? — R. Niektére z ponizszych napiséw nie maja sensu — ktére?
)

fla(z,y),y), fla(z,y),9(z,y)), fl9(z),9(y)), 9(f(g(x,y),z),2), g(f(x+1,y)+ )



