ANALIZA MATEMATYCZNA 3, NOTATKI Z WYKLADU 8B [/ f
P

PRzZYKEAD 0. Niech f(x,y) =22, P={(z,y):0<y <z, x€[0,1]}inecN.
a) Linie postaci y = % -z, k € Z wyznaczaja podzial w!, zbioru P, dla ktdérego:
1 o sup f[P]= ... dla kazdego P; € w),
o inff[P]= ... dla kazdego P; € w),
skad
Sw// = eeeeiresenes Sw/ R
0 1 2 1 NIC z tego nie mamy; réznia sie bardzo!

b) Linie postaci xz =

. e pole P, = ..... dla kazdego Py € w!!
stad
St = e Swr =
skad
5 T x fpfxz dw = nl;r{:o Swrr = e
% %k ok
TwIERDZENIE. JeSli f(x,y) jest ciagla na zwartym P, to jest catkowalna na P,

tzn. [[ f = [[ f, calka dolna i gérna s réwne.
P P

Ponadto, jesli w, jest ciagiem coraz drobmiejszych podzialéw P, tzn. takim, ze

najwieksze $rednice ich elementéw sa zbiezne do 0, to

lim s,, = lim o,, = lim S, = [[[.

Powyzsze twierdzenie pozwala tatwo dowodzi¢ twierdzeni takich, jak ponizsze:

Tw
a) JeSli ... cto [[ flz,y) +g(z,y) do= ...
P
b) Jesli ........... Jto [[7m fley) —e-gx,y) dw= ..o
P
c) Jedli ............ Jto [ flzy)dw= .o
AUB

d) JesliV,, f(z,y) =—f(-z,y),to [ f(z,y)dw=

[—2,2]x[-3,3]

%, k € 7ZL wyznaczaja podzial w!! zbioru P, dla ktérego:

DEFINICIJA. Niech f(z,y) bedzie funkcja ograniczona na zbiorze ograniczonym P.
Dla podzialu w = {Py,... Py} zbioru P na zbiory o rozlacznych wnetrzach i przy

wyborze z nich punktéw (z1,y1), ..., (Tm, ym) Przayjmujemy oznaczenia:
m m m
Gw:Zf(xZayt)|PZ|a Swzzlnff‘ﬂ‘7 Swzzsupf|Pz|7
=1 i=1 b i=1 P;

gdzie | P;| = pole zbioru P;. Rozwazajac wszystkie podzialy okreslamy:
[[ f :=sups, — calka dolna, [[ f:=infS, — calka gérna.
P w P «

Gdy sa réwne, to te liczbe nazywamy calka, f na zbiorze P i piszemy [[ f.
P

SPOSTRZEZENIA.

o So-sn=(SswsInl) - (gt 1n1) =5 Guo s -t h) - (AL
7 P; i P; i

A i

e  Gdy wszystkie elementy podzialu maja to samo pole |P;| = p,
to Swfsw:p~2(supffigff).
B P; i

e  Gdy na wszystkich elementach podziatu jednakowa jest réznica sup — inf = ¢,

Pi P'b
to Su—S.=c-Y, |P|=c-|P|
i



TWIERDZENIE. (o0 zamianie calki podwdjnej na iterowana)
Niech P = {(z,y) : p(z) <y < ¢(x), x € [a,b]}, gdzie p(x), ¥ (x) sg f-cjami ciaglymi
takimi, ze ¢(x) < ¢(x) dla z € [a,b]. Wtedy dla funkcji f(z,y) ciaglej na P mamy

b [ Y(x)
fﬁff(fcay) dW:f( i f(x,y)dy) dx .

a \p(z)
Powyzsze twierdzenie ma tez wersje dualna. Uzupelnij zalozenia:

TWIERDZENIE. (o zamianie calki podwéjnej na iterowana)

d [ 4(y)
[f f(,y) do= [ ( f(x,y)dx> dy .

Q c \(y)

Teraz juz mozna stosowaé rachunek calkowy:

PRZYKLADY.

a) Niech P oznacza obszar ograniczony liniami: y = 22 — z, y = 0. Wtedy

wf 0
[[ 2y dw= [ ( [ 2%y dy) dx = 6[ (32%y? dy)ng dx =

P 0 2_g

2% 02— 1a%(a? —x)? dx = ...

(SIS

:of

b) Dla tréjkata P o wierzchotkach (1,2), (0,0), (0,2) mamy:

172
ffx+y2dw=f< x+y2dy)dx: ............
P .

Ta sama catka podwodjna moze by¢ inaczej przedstawiona jako catka iterowana:

2 (y/2
ffx+y2dw:f fx+y2dx dy = .oeeeenn.. .=
P 0

[SSIEN)

c) Dla kota K o érodku w (3,4) i promieniu 2 mamy:

[[aydw= [ ( T ay dy) Az = oo

K [ N



d) Gdy B jest obszarem wyznaczonym przez krzywe z + 1 = 42, 22 + y2 = 10, to
J[ xdw = (wygodniej wyznacza¢ ¢ = z(y) i punkty przeciecia (zréb rys.)

e) Dla czworoscianu C' o wierzchotkach (0, 0,0), (1,0,0), (0,3,0), (0,0,6) mamy:

2 Juy — 1[8-8z [6-6z=2y > gx ) dv | do — w wewnetrznym nawiasie
fgfx W_f f f rmdz | ay | ar = (( z? jest jak stala ))

0 0 0

1 /3-3x B 2
- 2 _ zatem mnozymy T
- Of ( { (1‘ (6 — 6z — 2y)) dy) dx = ((przez dlugosé przedziaiu))

1 /3-3x
i ( [ 62% — 62 — 222y dy) dr =
0\ D

1 . .
= Of (622(3 — 3z) — 623(3 — 3z) — 22((3 — 3x)2 — 02)) de =  Anydniel
1
=9 [a* - 223+ 22 dx =
0
=9-(2-1°-27.-1"+1.1%) =3 (ufff!)
Ta sama, catke potrdjna mozna inaczej zamieni¢ na calke iterowana, np.:
6 (1-2/6 [3=3a=2/2 nie ma co liczy¢
2 _ 2 _
[f[z*do=[| [ [ 2tdy|dz|dz= ... wyjdzie tyle samo
c 0 0 0
Mozna jeszcze inaczej:
3/ weeeee [ e
fff:c2dwf( f ( f x2dz>dm>dy ............
f) Ponizsza calka iterowana
2 (22 [2%4y?
JU [ [ z?*dz|dy|dz jest réwna calce potréjnej [[[ 2? dw,
1 \z 0 %
gdzie V ={(z,y,2):ze€[l,2] Nz <y< .. AN0<z< ... I
méwiac 'proza’: V jest bryla pod paraboloida z = 22 + ...... lezaca, nad trapezem

o wierzchotkach (1,1,0), (2,2,0), (2,...,0), (1,...,...).



