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A\ Jaklezy jajko?  /\

Kolumb "brutalnie" rozwiazat problem postawienia jajka tak, by jego o$ byta prostopadia do stotu.
Tutaj zbadamy jak jajko lezy sobie spokojnie na stole. Pod jakim katem nachylona jest jego 0$?

Co to jest jajko?
Zal6zmy, ze jajko jest jednolite w srodku (ma stalg ggstos¢) 1 jest ]

ograniczone powierzchnia jaka zataczaja: ¢wiartka okregu 1 elipsy
(wzgledem osi OX) o réwnaniach: (;

Jl-x% -1ex2n, K_S_/bx
-2 0cxgn,

gdzie b > 1 jest parametrem odpowiedzialnym za wydtuzenie jajka.

Takie jajko lezy na stole tak, ze normalna (prostopadta do stycznej) przechodzi przez srodek
ciezkosci s.

Wyznaczymy réwnanie stycznej; najpierw policzmy pochodna w punkcie nommalna

AT xn

Réwnanie stycznej to
p)
S N (x-x,)- 1—[%’]

), (3

Stad tatwo wyznaczamy x, - miejsce zerowe normalnej:
— 2 2
x,=x,(b"-1)/b".
Z tego wzoru widac, ze jesli znajdziemy takie x_, ze normalna przejdzie przez $rodek cigzkosci, to

a réwnanie normalnej to

F

bedzie to punkt rownowagi trwatej (dlaczego?).

Pozostaje nam teraz wyznaczy¢ srodek cigzkos$ci, a wlasciwie tylko jego x-owa wspotrzedna s
(pozostale sa oczywiscie rowne 0). Wspoéirzedna ta jest zdefiniowana wzorem
_ Zx i m:
>m;
gdzie m; oznacza podziat catej masy na "malutkie kawateczki”, dla ktorych x; to x-owe wspétrzedne.

W naszym przypadku dzielimy jajko na "malutkie" plasterki, dla ktérych x-owa wspétrzedna jest
jednakowa (patrz rysunek).
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Sumowanie zamieniamy na catkowanie (poniewaz ggstos¢ jest stala mase¢ zastgpujemy objgtoscia):

fx??[ﬂ(l_]dx+fx [Jl?]

Ldnrs Linis
Wbrew pozorom rachunki nie sg trudne - otrzymujemy:
s=3g (b-1).

Warunek "normalna przechodzi przez srodek cigzkosci" zapisujemy teraz jako

xn=s,
czyli
X, (b2-1)/b? = 31g-(b-1),
skad
_3 b
X, = — )
& b+l

Na koniec obliczmy wspotczynnik kierunkowy stycznej (poprowadzonej w punkcie rownowagi x, ).

Okresla on zarazem tangens kata nachylenia osi jajka do ptaszczyzny podstawy (stotu).
3 be
g _ % b+l - 3

.a&j \JL [ ] ‘\"55532+1235+64

Zatem gdy jajko "lezy sobie spokojnie" na stole to tangens kata nachylenia jego osi wyraza si¢
wzorem:

oc-llu

nortoaltia

3

tgo =
5582 + 1288 +64

! styczna cr

Przeanalizujemy ten wzor. Przypomnijmy, ze b to parametr odpowiedzialny za wydtuzenie jajka;
przyjmuje wartosci z przedziatu ( 1, +a). Pod pierwiastkiem mamy funkcjg rosnaca na tym
przedziale - zatem cata funkcja - tangens kata nachylenia - jest malejaca. Co wigcej, jej granica w
nieskonczonosci jest rOwna zero. Oznacza to, ze o$ jajek bardzo wydtuzonych jest prawie pozioma.

To, co jest o wiele bardziej zaskakujace to fakt, ze

3
jeili b=1" fo tgo— —— =tga, #tgll®

247

co oznacza, ze dla jajek, ktore sa niemal w ksztatcie kuli ich 0§ jest nachylona pod katem prawie 11°
- 1 ten kat jest wigkszy niz dla jajek bardziej wydtuzonych.

Jesli te wnioski nie sa potwierdzane przez obserwacje, to oznacza to, ze ktoéres z zalozen nie jest
zgodne z rzeczywistoscia - c6z tak bywa przy prébach modelowania rzeczywistosci.
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DODATEK
Mozna tez sprébowac inaczej modelowac; niech teraz jajko bedzie opisane przez dwie ¢wiartki elips
o réwnaniach:

1-[£)%, -agx <0,

JI-[EF 0ex <o,

gdzie b > a > 1 to parametry odpowiedzialne za wydtuzenie jajka.

Rachunki dotyczace stycznej, normalnej, miejsca zerowego normalnej pozostaja niezmienione.
Nieznacznie nalezy zmodyfikowa¢ obliczenia srodka cigzkosci s:

1] 2 b 2
Ix-??[ﬁ.li-[aijz] dr* _[x':'?[., 1‘(%]2] dr
2 0

2

Lintae+ Linre
Otrzymujemy teraz:

s=3g (b-a).
Skad, wstawiajac do r6wnania x, = s, obliczymy tatwo x :

3 b2(h-g)
s

B pi

Wspoétezynnik kierunkowy stycznej (poprowadzonej w punkcie rownowagi x,) jest teraz okreslony

wzorem, ktory nie jest juz tak prosty jak poprzednio:
Xa - 3-(h-a)

Bl 1-(3‘5'1312 «,lrﬁat(bz-ljz—g-bz{b—aj

== £,

Przy ustalonym a > 1 potraktujmy ten wzor jako funkcje
zmiennej b (o dziedzinie (a,+=) ). Jest to tangens kata
nachylenia osi jajka (w potozeniu réwnowagi). Obok
przedstawiamy wykresy tych funkcji dla: a=1,1; a=1,2; a=1,3;
a=1,4; a=1,5 oraz wykres dla a=1. Wida¢, ze dla @ > 1 nie ma
juz poprzedniej osobliwosci, mamy bowiem

jeili h—a  fo fl;[:b:] =0 .

UWAGA. Warto przeanalizowac¢ réwniez przypadek a < 1.

Na zakonczenie
ZADANIE (dla wytrwatych). Zbadac¢ jak leza wydmuszki.



