ANALIZA MATEMATYCZNA A3, NOTATKI: [[ f

P

ff f gdZie f(xvy) = [l’ - y] iP- trapez (2a 0)7 (47O)a (47
P

Zbiér P = [2,4] x [0,4] N {(z,y) : y < z} mozna podzieli¢ na skon-
czenie wiele zbioréw o rozlacznych wnetrzach (na wiele sposob6w).
Rozwazmy podzial w = {Py, Py, Ps, Py, P5, Ps} gdzie

PRZYKLAD.

4),(2,2).

podzial w
trapezu P,

P =102,3] x[0,1], Py =[..,4] X [..., ...],

Py =02,3] X [y o]y, Pa=1T0r,..] X [1,2], O i N

P5:[2,3]><[2,3]0P, P6:[374] [ 4]ﬁp 1,4.,y4)
Pola tych zbioréw sa réwne: Ap; = Aps = Aps = Apy = 1, P
Aps = 0.5,Apg = .... Oczywidcie pole P =3 Ap,. [ 77777

W kazdym zbiorze P; wybierzmy po (jednym) punkcie (z;,y;); 3 .

wp. (3,3), (31, (523), (5.9, (3.3), (3.3, L riy

Dla funkeji f(z,y) = [z —
6

Ow = ;f(xwyz) : Apz =

B3+ -4 10

yl, podzialu w z wybranymi punktami (x;,y;), obliczamy:

ot

-1+ 15 -
Przy innym wyborze punktéw (np. zmieniajac tylko (z2,y2) = (4,0)) mozemy dostaé
inna liczbe (w tym przypadku 10%) ale zawsze miedzy liczbami s, i S,, gdzie:

soi=S( inf f(z,y) -Ap)=1-14+2-140-141-140-140-2= .. |
i=1 (z,9)€P;
6

Sp=Y( sup flz,y) -Ap;)=3-1+4-14+2-1+3-1+1-24+2.3 =151
i=1 (z,y)eP;

Dla tej funkcji i zbioru P mozna rozwazaé¢ 'wygodniejsze’ podzialy mianowicie dla
ustalonej liczby naturalnej n proste o réwnaniach postaci y = x—i— tor= k ke,
dziela, P na réwnolegloboki i tréjkaty (na rys. n = 5) Wyznaczajac podma} wl,
Gdy wszystkie punkty (z;,y;) sa wybrane z wnetrz Pi, to tatwo
zliczamy (wskazéwka: zsumuj pola takich P;, ze f(z;,y;) = 2):
0w =Y f(xi, i) Api=3-5+2-3+1-2+40-2=63
i

Podobnie s, =3 inf f(z,y) - Ap; =63 .

" i (zy)EP;
Zaznacz te P;, na ktorych f nie jest stala. Widaé wtedy, ze

Sur =3 sup f(z,y) Ap; =

podziat wi

i (z,y)EP;
=63+1-241-241-(+ +55)+1 502 =63+ 2+ 5.
Zatem dla 'duzych’ n wielkosci o, , Sur , Swr, sa nlemal 61 = f f ]
nl b 2 3 4
PrzyktAD. Dla f(z,y) = y/x podz1a1y wy trapezu P prostyml y = %x, = %,

k—1.§:3.n

n n

k€ Z daja: s, = )

X
// = Z k = = 3 n+1 WIQ f g = 3
k=1 P T

UWAGA. Dla innych funkcji 'wygodne’ sa inne podziaty P; np. dla f(z,y) = (2z—y)?
~ podzial prostymi: y = 22+ £, 2 = £ k € Z. Dla f(z,y) = 2z + ¢ trudno o
'wygodny’ podzial; pdzniej zobaczymy jak rachunek catkowy ’zalatwia’ ten problem.
PrzYKLAD. [[ f gdzie f(z,y) = 2% +y* i P - kolo o $rodku (0,0) i promieniu R.
P

Dla ustalonego n dzielimy koto na n? czedci: dlai = j+ (k—1)n, 1 < j, k < n, niech

P = P+(k 1)n—{(7“cost Tsmt R\/W<T<R\/> A 2771c 1 <t<27rk}

(zréb rysunek). Mamy Ap; = Apj i (r—1)n = (7TR2\/> — TR?\ /&L r ) = HmR%
Poniewaz na kazdej z czesci k-tego pierécienia f zachowuje sie Jednakowo wiec
Sw, = ERQk 1. WR:%-%WR4’ ZRQk WR:nTH.%ﬂ.R4.
Zatem dla ‘duzych’ n wielkosci s, , S.,, sa memal réwne 3R = [[ a2?+y?.
[l(z)II<R

DEFINICJA. Niech f(z,y) bedzie funkcja ograniczona na zbiorze domknietym
ograniczonym P. Dla podzialu w = {Py,... P, } na zbiory o roztacznych wnetrzach
i przy wyborze z nich punktow (z1,91),- -, (Tm, Ym) Przyjmujemy oznaczenia:
Zf(xwyz) pr Sw = Z inf f( 7y)'Apia Sw = Z sup f(l'7y)'Api,
i=1(z,y)EP; i=1 (z,y)eP;

gdzie Ap1 = pole zbioru P;. Rozwazajac wszystkie podzialy okreslamy:

[[ f :=sups, — calka dolna, [[ f:=infS, — catka gérna.

P w P «

Gdy sa réwne, to te liczbe nazywamy calka f na zbiorze P i piszemy [[ f.
P

OBSERWACJA. Dla dowolnego podzialu w mamy: s,

< It

P

< [[f < S,
P

y) =0
[1,3] i dowolnego

PRZYKEAD. Sa funkcje, dla ktérych catka nie istnieje, np. dla funkeji f(z,
gdy € Qi f(z,y) =1 gdy 2 € R\ Q, dla zbioru P = [1,3] x

podzialu w jest: s, = > 0-Ap; =0, 8, = > 1-Ap;, =4, wiec [[f=0#4= [[[.
i=1 i=1 P P

Tw. Jedli f(z,y) jest ciagla na P, to jest catkowalna na P, tzn. [[ f = [[ f, calka
P P

dolna i gérna sg rowne. Ponadto, jesli w,, jest ciagiem podzia}éw P takim, ze $rednice
najwiekszych zbioréw sa zbiezne do 0, to lim s, = lim o, = hm S, = fff
TWIERDZENIE. (0 zamianie calki podwdjnej na iterowana)

Niech P = {(x,y) : p(x) <y < (x), z € [a,b]}, gdzie p(x), () sa f-cjami ciaglymi
takimi, ze p(z) < ¢¥(z) dla z € [a,b]. Wtedy dla funkcji f(z,y) calkowalnej na

b [ ()
zbiorze P mamy gf(x,y) = f< i f(a:,y)dy) dzx .

a \y(z)



