
Analiza matematyczna A3, Przykady
∫∫
P

f dP,
∫∫∫
V

f dV

Takich zadań nie be
‘
dzie na najbliższej kartkówce, ale be

‘
da

‘
podobne

1. Przedstaw caÃlke‘ J =
∫∫
P

xy dP jako caÃlke‘ iterowana‘ we wspóÃlrze‘dnych

a) biegunowych b) kartezjańskich,
gdy P jest najwie‘kszym z obszarów ograniczonych liniami y+|x| = 0, x2+y2+2y = 0.
Oblicz też wartość J .

Rozwia
‘
zanie zad. 1

Po zrobieniu rysunku widać, że P = {(x, y) : y ≤ −|x| ∧ x ∈ [−1, 1]} ska‘d

ad b) J =
∫ 1

−1

(∫ −|x|

−1−√12−x2
xy dy

)
dx

Widać też, że P we wspóÃlrze‘dnych biegunowych można zapisać:
P = {(r, ϕ) : ϕ ∈ [ 54π, 7

4π] ∧ 0 ≤ r ≤ 2 sin(ϕ− π)} ska‘d

ad a) J =
∫ 7

4 π

5
4 π

(∫ 2 sin(ϕ−π)

0

r cos ϕ · r sinϕ · r dr

)
dϕ

Obliczamy (z a))

J =

7
4 π∫

5
4 π




2 sin(ϕ−π)∫

0

r cosϕ · r sin ϕ · r dr


 dϕ =

7
4 π∫

5
4 π



−2 sin(ϕ)∫

0

r3 cosϕ sin ϕ dr


 dϕ =

=

7
4 π∫

5
4 π

[
1
4
r4 cosϕ sin ϕ

]−2 sin(ϕ)

0

dϕ =

7
4 π∫

5
4 π

4 cos ϕ sin5 ϕ dϕ =
[
4
6

sin6 ϕ

] 7
4 π

5
4 π

= 0.

Uwaga. Z symetrii P i wÃlasności funkcji xy widać (bez rachunków) J = 0.

2. Przedstaw caÃlke‘ I =
∫∫∫

V

x2 + y2 + z2 dV jako caÃlke‘ iterowana‘ we wspóÃlrze‘dnych

a) cylindrycznych b) sferycznych c) kartezjańskich,
gdy V jest mniejsza‘ z bryÃl ograniczonych pow. z =

√
3
√

x2 + y2, x2 + y2 + z2 = 4.
Oblicz też wartość I.

Rozwia
‘
zanie zad. 2

Najpierw ogladamy V w przecie‘ciu z pÃlaszczyzna‘ y = 0: z =
√

3 · |x|, x2 + z2 = 4.
Widać cze‘ść koÃla. [zrób rysunek!]

Po zakre‘ceniu tym wokóÃl osi OZ, widać... rożek z gaÃlka‘ lodów.
Zobacz jaki jest ka‘t tego rożka. [zrób rysunek!]

Zatem V = {(x, y, z) :
√

3
√

x2 + y2 ≤ z ≤
√

4− x2 − y2}.
Przed rachunkami zobaczmy gdzie powierzchnie sie‘ stykaja‘:ukÃlad równań z =

√
3
√

x2 + y2 ∧ x2 + y2 + z2 = 4 [zrób rysunek!]

jest równoważny z ukÃladem x2 + y2 = 1 ∧ z =
√

3 .
(Sta‘d: rzutem V na pÃl OXY jest koÃlo x2+y2 ≤ 1, czego formalnie nie wykorzystamy.)

ad c) I =
∫ 1

−1

(∫ √
12−x2

−√12−x2

(∫ √
4−x2−y2

√
3
√

x2+y2
x2 + y2 + z2 dz

)
dy

)
dx

ad a) I =
∫ 2π

0

(∫ 1

0

(∫ √
4−r2

√
3r

r2 + h2 · r dh

)
dr

)
dϕ

ad b) I =
∫ 2π

0

(∫ π/6

0

(∫ 2

0

r2 · r2 sin ϕ dr

)
dϕ

)
dϑ

Liczyć warto na pewno z postaci w b):

I =

2π∫

0




π/6∫

0




2∫

0

r2 · r2 sin ϕ dr


 dϕ


 dϑ =

2π∫

0




π/6∫

0

[
1
5
r5 sinϕ

]2

0

dϕ


 dϑ

=

2π∫

0

[
−25

5
cosϕ

]π/6

0

dϑ =
[
−25

5
(cos

π

6
− cos 0) · ϑ

]2π

0

=
32
5

(2−
√

3)π


