
Analiza matematyczna A3, Notatki biegunowe

Zadania dodatkowe ( CaÃlki w ukÃladzie biegunowym, sferycznym i cylindrycznym)

1. Zapisz caÃlke‘ podwójna‘
∫∫

S
f(x, y) jako caÃlke‘ iterowana‘ (lub sume‘ caÃlek

iterowanych) w ukÃladzie biegunowym, gdy:

a) S = {(x, y) : x2+y2 ≤ π ∧ x, y < 0} b) S = {(x, y) : x2+y2 ≤ 4 ∧ x < |y|}
c) S = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4x ∧ x < |y|} d) S = {(x, y) : 1 < x2 + y2 ≤ 4x}
e) S = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4x ∧ x > |y|}
f) S = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 4x ∧ x2 + y2 ≤ 4}
g) S = {(x, y) : x2 + y2 ≥ 4x ∧ x2 + y2 ≤ 4}
h) S = {(x, y) : x2+y2 ≤ 4 ∧ |x| < 1} i) S = {(x, y) : x2+y2 ≤ 4 ∧ |x| > 1}
j) S = {(x, y) : 1 < x2 + y2 ≤ 9 ∧ |y| < 2}
k) S = {(x, y) : 1 < x2 + y2 ≤ 9 ∧ |x| > 2}
l) S = {(x, y) : 4 < x2 + y2 ≤ 9 ∧ |y| < 2}
m) S = {(x, y) : 4 < x2 + y2 ≤ 9 ∧ |y| < 1}
n) S = {(x, y) : 1 < x2 + y2 ≤ 4 ∧ x2 + y2 ≤ 2y}
o) S = {(x, y) : 1 < x2 + y2 ≤ 4 ∧ x2 + y2 ≥ 2x}
p) S = {(x, y) : 4 < x2 + y2 ≤ 9 ∧ y <

√
3|x|}

q) S = {(x, y) : 1 < x2 + y2 ≤ 4 ∧ 1 < x < 2|y|}
2. Zapisz caÃlke‘ potrójna‘

∫∫∫
W

f(x, y, z) jako caÃlke‘ iterowana‘ (lub sume‘ caÃlek
iterowanych) w ukÃladzie sferycznym i cylindrycznym, gdy:

a) W = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤
√

17 ∧ x, y, z ≤ 0}
b) W = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 4 ∧ z2 < x2 + y2 ∧ z < 0}
c) W = {(x, y, z) : 2x2 + 2y2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4}
d) W = {(x, y, z) ∈ IR3

+ : 2x2 + 2y2 ≤ x2 + y2 + z2 ≤ 4 ∧ z2 < 2x2 + 2y2}
e) W = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 4 ∧ |z| < 1}
f) W = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 4 ∧ z2 < 12}
g) W = {(x, y, z) : x2 + y2 ≤ 1 ∧ x2 + y2 + z2 ≤ 4}
h) W = {(x, y, z) : x2 + y2 ≥ 3 ∧ x2 + y2 + z2 ≤ 4}

3. Zapisz caÃlke‘ potrójna‘
∫∫∫

U
f(x, y, z) jako caÃlke‘ iterowana‘ (lub sume‘ caÃlek

iterowanych) w ukÃladzie sferycznym lub cylindrycznym (wybierz wygodniejszy), gdy:

a) U = {(x, y, z) : 2x2 + 2y2 ≤ z2 ≤ 3x2 + 3y2 ≤ 27}
b) U = {(x, y, z) : 2x2 + 2y2 + 2z2 ≤ 4z2 ≤ 3x2 + 3y2 + 3z2 ≤ 27}
c) U = {(x, y, z) : 2x2 + 2y2 ≤ z ≤ 3x2 + 3y2 ≤ 27}
d) U = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 2z ≤ 2x2 + 2y2}
e) U = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 4z ≤ 4x2 + 4y2}
f) U = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 4z ≤ 4x2 + 4y2 < 1}
h) U = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 4z ∧ x2 + y2 + z2 ≤ 4}
i) U = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≥ 4z ∧ x2 + y2 + z2 ≤ 4}
j) U = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 ≤ 4z ∧ x2 + y2 + z2 ≥ 4}
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