ANALIZA MATEMATYCZNA A3, ZMIANA UKL. WSPOLRZEDNYCH.

WYPELNIANKA.  (ziemia, to linia y = 0) Samolot nad- £y
latuje nad lotnisko L = (0,0); jest w punkcie S = (z,y),

gdzie x = 2,y = % Pilot odczytuje z przyrzadow: o

r — odleglo$¢ od lotniska L, h — wysoko$é nad ziemia, ﬁx Sk
co zapisuje: S' = (r,h) = (2,2) . (Y =z
0 1 2

Oczywiscie mamy tu zalezno$é¢ funkcyjna: F (S) = 9,
ktéra parze liczb (z,y) przypisuje pare liczb (r, h) wedlug
WZOrow: 1 = 2 h=...

h

AR

W tym przeksztalceniu obrazem pélokregu o srodku (0, 0) 1
i promieniu 1 jest ... o konicach (...,...), (..., ...); obrazem ‘
odcinka [0, 2} {2} jest odcinek o dlugosci ...... . o : ; %

Dmedzma F jest R x R4 ; zbiorem wartosci jest obszar kata o ramionach ... i ... .

F nie jest réznowartosciowa, bo np.: F(...,...) = F(...,...). Jednak F ograniczona do

pierwszej ¢wiartki (IR4 x IRy) jest 1-17 i przekszta}ca ten zbidr na obszar ...... .

Zatem przy tym ograniczeniu (z,y) mozna wyznaczy¢ poprzez (r,h) wzorami:
x=z(r,h)=+v..2— .2 y=y(r,h) =

Oznaczmy przez C_j(n h) = (z,y) te funkcje (odwrotna do ograniczenia funkcji ﬁ)

Jej jakiobianem nazywamy wyznacznik:

_ D(z,y) | o
D(r,h) dy Oy

ox

oh ox

~or

oy O 8y

dh  Oh or

i w tym przypadku mamy: J = . (Uwaga. Jakobian zalezy od ... 1 ... .)

Mozna tez obliczy¢ jakobian przeksztatcenia F ; jest on réwny ............ .

0*. Powtérz wypehianke, dla samolotu w pétprzestrzeni IR? x R, ktérego wspdl-
rzedne kartezjanskie (z,y, z) mozna zamieni¢ na wspéhrzedne (71,79, h), gdzie 71, 7o
to odleglosci od radaréw: Li = (1,0,0), Lo = (—1,0,0) i h - wysoko$¢ nad ziemia,.

POLE PLATA (POWIERZCHNI)

Wyznaczymy pole powierzchni plata — to jest czesci wykresu funkcji z = f(z,y) nad
obszarem P C IR? domknietym i ograniczonym, zawartym w dziedzinie funkeji f
(przy zatozeniu ciaglosci pochodnych czastkowych f7, f; ).

Pomyst: Bierzemy ’drobny’ podzial w = {Py, Pa, ..., P,} obszaru P ’gléwnie’ na
prostokaty o polach Ap; ("gtéwnie’ tzn. elementy podziatu, ktére nie sa prostokatami
maja tacznie ’znikome’ pole). Wybieramy punkty (x;,y;) € P; i w przestrzeni pro-
wadzimy plaszczyzny styczne do wykresu f w punktach (x;, y;, f(z:,3:)). Czesci tych
plaszczyzn utworzone nad prostokatami P; wygladaja jak karteczki (réwnolegloboki)
oblepiajace te powierzchnie. Suma ich pdl >, As; przybliza szukane pole plata.

Pole As pojedynczego réwnolegloboku rozpietego przez wektory p, ¢ As=[]-|q]-sin o
Plaszczyzna styczna jest wyznaczona przez gradient funkcji f, zatem
te wektory maja wspéhrzedne: p'= [Az,0, f,-Az], ¢ = [0, Ay, f,-Ay].

Stad obliczamy pole (korzystajac z prostoty iloczynu skalarnego): 4

As = [lldlsin g = |f1]q1y/T — cos? o = \/|1d1® — (114 cos 0)* =
= (A2 + (£1820))(Ay)* + (£ A9)?) — (18- fjAy)? =

=Az-Ay- /14 %2+ f{f (po krétkich rachunkach)

UWAGA. Powyzej pominigte sa indeksy ’;’, pochodne czastk. liczone sa w punktach (z;, y;).

fpf,/1+f;f+ﬂ,2

'A’ oznacza tu: gdy wezmiemy ciag coraz drobniejszych podzialéw (o maksymalnych
srednicach zbieznych do 0), to granica sum ), As; jest zbiezna do catki (z def. calki).

Zatem pole plata f nad P jest w przyblizeniu réwne

S Asi =1+ 12+ [P AxAy = ST+ 17+ [P Api ~

PRZYKLAD. Pow. plata f(z,y) = (sc2 + %) nad tréjkatem P o wierzchotkach:
(0,0),(0,1),(7,1), czyli nad obbzarem 0<y<1,0<x<7y:

1 /7y
I 1+f42+féz=gm=0f(Of\/mdx>dy=...:235_g 5.

PRZYKLAD. Pow. plata f(x,y) = zy nad P = {(z,y) : 22 + 32 < 9,0 <z <y} to

3
(fmm) dp = 1[50 +)3] = 5010vI0-1)

w<p01 71'/2

N

/4

UWAGA. Mozna pomysle¢ o przyblizaniu powierzchni plata w inny sposéb: wybiera-
my na placie skoniczenie wiele punktéw “gesto rozmieszczonych (duzo)’; z nich tworzy-
my tréjkaty (triangulacje); suma pol tych tréjkatéw powinna przyblizaé pole plata —
TEN POMYSL JEST ZLY, zly nawet w przypadku powierzchni bocznej walca;
szczeglly (i rysunki) nalezy znalezé np. w III tomie Fichtenholza, rozdziat XVII, §2.



UKLAD SFERYCZNY

Podpisujac dtugosci kresek za pomoca r, o, 6 otrzymujemy wzor
r=rsinpcosh, y=rsingsing, z =rcosy
przeksztalcenia z 'nieskoriczonego pét-prostopadloscianu’
0<p<m 0502, >0

(w ukladzie Orpf) na cala przestrzen IR® (w ukladzie Ozyz).
W tym przeksztalceniu obrazem prostokata: r=0,0 < p <,

0 < 6 < 27 jest punkt (0, ...,...), a obrazem prostokata r = 3, y .
0<p<m,0<60< 2 jest sfera o réwnaniu z2 + y2 + 22 = ... r= rs.mgoc.osé)
Obrazem pélprostej ¢ = Z = ¢ jest pélprosta x =y = ...... , y =rsingsing
Inne przyktady (strzalka — oznacza 'jest przeksztalcane na’): T reose

@ =0 — potos O..., cp—lﬂpow stozka z = /22 + 92, @-%ap}. z=..

r € .. — obszar4 < m +y +22<9, r=3cosp - kulaz?+y*+(z—...)2 < ...
r=-3cosp— kulaz?+y>+(z—.) <., r= Co‘éw — plaszczyzna z = ... .

b

)

Whnetrze 'pél-prostopadioscianu’ jest przeksztalcane réznowartosciowo na R3 \ ...
Latwo obliczymy jakobian tego przeksztalcenia (stosujac wielokrotnie tw. Pitagorasa):

. Ty, T sinpcosf rcospcosd —rsingpsind
D(x,y,z) _ / / / _ . . : 2 ol
% =| Y Y, Yy |=| sinpcosf rcospsind rsinpcosf |=rsingp
D(r,¢,0) 2l 2 2z cos —rsin 0

T [} 6 ¥ @

PRZYKLAD. Réznicy kul V = {(z,y,2) : 1 < 2%+ 9% + 22 < 4} w ukl. sferycznym
odpowiada obszar V' = {(r,p,0) : 1 <r < 2} (prostopadloscian w ukl. sfer.), wiec:

JIF = Jff 1705 o1 7sin = ?(]r (f 4 cos? <psin<pd7"> d(p)

0 0

df =

fOTJC%wmw]W>me[msﬂ %23 124,

PRZYKLAD. Obszarowi V = {(z,9,2) : 1 <22 +9y?+22 <9A2%2 > 22 +y?} w ukth

sfer. odpowiada prostopadtoscian V' = {(r,,0) : 1 <r <3A0< ¢

< 7}, wiegc:

o2 [(7w/4 /3
[[[ 2® = [[[ r?sin® pcos? 0 - r2sinp = [ (f (f r4sin3<pcos29dr) dcp) do =
v v 1

0 0

or [ 7/4 o [ 7w/4
= r sin® p cos? @ ° de | df = &sin:}cpcosQGdcp dg =
1 5

0
(ze ’Sciagi’ $ciagamy calke nieoznaczona: f sin® t dt =

27 27
24[%(%005 cp—cosgo)cosQH]ZdﬁzOfQ‘;Q(%/;g—L—%

(ze ’Sciagi’ Sciagamy catke nieoznaczona; fcos tdt =

27
e LS 5f) cos? 0 df = 2LE5V2) 5‘“ [$ cosOsing + 19]
0

cos t —cost

)

+1)cos?6df =

§Costs1nt+ Ly

_ 121(8—5\f)7T

30

)

PRZYKLAD.  Poniewaz obszar V = {(z,y,2) : 1 < 22 + ¢y + 22 < 9} jest sym-
etryczny wzgledem plaszezyzny x = 0, wiec (bez rachunkéw) [[[ 2% —z-yz = 0.
1%

PRZYKLAD. By obliczyé objetos¢ obszaru V' ograniczonego powierzchnia o
réwnaniu (22 + y% + 22)? = 8z zauwazmy najpierw, ze z > 0 i ze zbidr ten jest
bryta, obrotowa wzgledem osi Oz. Ta powierzchnia ma w ukl. sferycznym postac:
(r?)? = 8 -rcosg, cayli r = 2y/cosp, wiec odpowiadajacy obszar V' jest opisany
przez warunki: 0 <r <2¥cosp, 0<p < 5, 0< 0 <27 . Zatem

or [ 7/2 (2 cosp
obj.V = [[[ 1= [[[ 1-r?sinp= [ [ [ [ rPsinpdr|de | do=
1% v 0\ 0 0
on [ 7w/2 3/cos on [ /2
—f f (373 smgp] VTP dp | do = [ | [ 123 cospsinpdy | do =
0o \ 0

f ﬂ/24 in2pdo | df = [ [~2cos20]7/2d = [ 4 do =&
of J3blngp © g’[ 2 cos 2], g?’ S .
PrRzYKLAD. By obliczyé¢ objeto$¢ obszaru V' bedacego czescia wspolna, kul
2 +y?+22 <40 22+ y?+ (2 -2)% <4,
zapiszmy ten obszar w uktadzie sferycznym (zréb rysunki):
zbiér ten podzielmy powierzchnia stozka ¢ = % na dwie czesci:
0<p<%,0<r<2 oraz <<%, 0<r<2-2cosp.

Zatem
obj.V = fffl— [ 1-r?sinp+ [[[ 1-r’sinp=
0<p<E T<p<s
O<r<2 0<r<4cos ¢
o2r (/3 /2 21 [ 7/2 [ 4cosp
=[| <frzsincpdr>d<p o+ [ | [ | risinpdr |de | df =
0 \o \o 0 \rx/3 0
on [ /3 on [ /2
= [ Ssinpdp | do+ [ | [ & cos®psingdp | df =
0\ o 0 \n/3
2 x/3 x/2
= [ [-§cosy], d0+f[ 4 cost )" /3d07f d9+f do = Qr .
0
Mozna tez inaczej zauwazajac najpierw, ze plaszczyzna z = 1 dzieli V na dwie
przystajace czesci— czasze. Gorna z tych czaszy opiszemy w ukl. sferycznym:
0<p< ﬁ, <r<2.
3 cosp
Zatem
2n [(7/3 2
obj.V=[[f[1=2- [[[ 1-r?sinp=2[| [ [ risinedr|dp | do=
1% 0<p<% 0 0 1/ cosp
coégogrSQ

= { po podobnych rachunkach } = 1—307r



