
Analiza matematyczna A3. WypeÃlniańka do listy 7.

Zadanie 1. Niech D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 4 ∧ 0 ≤ y ≤ 4} i niech funkcja
f : D → IR be‘dzie określona wzorem f(x, y) = x2 + 2|y − x|+ y2 − 8y + 25. Znajdź
wartość najmniejsza‘ i najwie‘ksza‘ tej funkcji i podaj wszystkie argumenty, w których
te wartości sa‘ przyjmowane.

Rozwia‘zanie, wersja A
D jest ...... , czyli zbiorem ograniczonym i domknie‘tym, f jest ...... , wie‘c z
tw.Weierstrassa wynika, że w. najwie‘ksza i w. najmniejsza sa‘ przyjmowane w D.

Funkcja f jest C1 w zbiorze W = wne‘trze D bez odcinka o końcach ............ .

♦a Punkty krytyczne w W ∩ {(x, y) : x > y}:{
f ′x = ...
f ′y = ...

{
............ = ...
............ = ...

{
...... = ...
...... = ...

{
...... = ...
...... = ...

W tym obszarze p. krytycznymi sa‘: ............ ............ .

♦b Punkty krytyczne w W ∩ {(x, y) : x < y}:{
f ′x = ...
f ′y = ...

{
............ = ...
............ = ...

{
...... = ...
...... = ...

{
...... = ...
...... = ...

W tym obszarze p. krytycznymi sa‘: ............ ............ .

♥y=0 Punkty krytyczne w D ∩ {(x, y) : y = 0}:
Niech g : [0, 4] → IR, g(x) = f(x, 0) = x2+2|0−x|+02−8 ·0+25 = (x+ ... )2+ ...
g jest f. kwadr. rosna‘ca‘ na ...... (tu mini rysunek), wie‘c p. krytycznymi sa‘: ......

♥y=4 Punkty krytyczne w D ∩ {(x, y) : y = 4}:
Niech g : [0, 4] → IR i g(x) = f(x, ...) = . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . = (x− ... )2 + ...
g jest f. kwadratowa‘ (p. rys.), wie‘c p. krytycznymi sa‘: (0, 4), ( ... , ... ), (4, ... ).

♥y=x Punkty krytyczne w D ∩ {(x, y) : y = x}:
Niech g : [0, 4] → IR i g(x) = f(x, x) =. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .= ............
g jest f. kwadratowa‘ (p. rys.), wie‘c p. krytycznymi sa‘: (0, 0), (..., ...), (4, ...).

♥x=0 Punkty krytyczne w D ∩ {0} × IR:
Niech g : [0, 4] → IR i g(y) = f(0, y) = 02 + 2|y − 0|+ y2 − 8y + 25 = (y − 3)2 + ... .
g jest f. kwadratowa‘ (p. rys.), wie‘c p. krytycznymi sa‘: ............ .

♥x=4 Punkty krytyczne w D ∩ {4} × IR:
Niech g : [0, 4] → IR i g(y) = f(4, y) = 42 + 2|y − 4|+ y2 − 8y + 25 = (y − 5)2 + ... .
g jest f. maleja‘ca‘ (p. rys.), wie‘c p. kryt. to końce: p3 = (4, 0), p6 = (4, ...).

Podsumowanie: ♦a ∪ ♦b ∪ ♥
W zbiorze wszystkich p. krytycznych szukamy w. najwie‘ksza‘ i najmniejsza‘:
f(0, 0)= ... , f(4, 0)= ... , f(0, 4)= ... , f(4, 4)= ... , ............ ............ ............ .

Odpowiedź: sup
D

f = ... = f(..., ...) oraz inf
D

f = ... = f(..., ...) .

Rozwia‘zanie, wersja B
D jest ...... , czyli zbiorem ograniczonym i domknie‘tym, f jest ...... , wie‘c z
tw.Weierstrassa wynika, że w. najwie‘ksza i w. najmniejsza sa‘ przyjmowane w D.

Funkcja f jest C1 w zbiorze W = wne‘trze D bez odcinka o końcach ............ .

♦a Punkty krytyczne w W ∩ {(x, y) : x > y}:{
f ′x = ...
f ′y = ...

{
............ = ...
............ = ...

{
...... = ...
...... = ...

{
...... = ...
...... = ...

W tym obszarze p. krytycznymi sa‘: ............ ............ .

♦b Punkty krytyczne w W ∩ {(x, y) : x < y}:{
f ′x = ...
f ′y = ...

{
............ = ...
............ = ...

{
...... = ...
...... = ...

{
...... = ...
...... = ...

W tym obszarze p. krytycznymi sa‘: ............ ............ .

♥ Punktami krytycznymi w D \W sa‘: p2, p3, p4, p5, p6, p7, p8 odszukane tak,
jak pokazuje poniższy rysunek:

Podsumowanie: ♦a ∪ ♦b ∪ ♥
W zbiorze wszystkich p. krytycznych szukamy w. najwie‘ksza‘ i najmniejsza‘:
f(0, 0)= ... , f(4, 0)= ... , f(0, 4)= ... , f(4, 4)= ... , ............ ............ ............ .

Odpowiedź: sup
D

f = ... = f(..., ...) oraz inf
D

f = ... = f(..., ...) .
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