
Analiza matematyczna A3. Lista 10. .

1. Oblicz caÃlki krzywoliniowe pierwszego rodzaju (nieskierowane)
∫
A

|x|+ y ds, A = {(x, y) : x2 + y2 = 1}, ∫
B

x(arctgy)7 ds, B = {(x, x2) : |x| ≤ 1}
∫
C

x + y ds, C = {(x, y) : x2 + y2 = 2x + 4y}, ∫
C

xy ds,
∫
D

ds
x2 , D = A ∩ ([ 12 , 2]× IR)

∫
E

x2y ds, E = A ∩ (IR× IR+)
∫
F

y√
4x2+1

ds, F = {(x, x2) : −1 ≤ x ≤ 2}, ∫
F

x ds

∫
G

x + y + z ds, G - odcinek Ãla‘cza‘cy punkty (1, 2, 3) i (6, 5, 4),
∫

G
xyz ds

2. Oblicz: caÃlki krzywoliniowe drugiego rodzaju (skierowane)
∫

A
(2x + 3y)dx + (4x + 5y)dy, A – odcinek od (0, 1) do (3, 3)

∫
B

(2x + y)dx + (2x− y)dy, B – cze‘ść paraboli y = x2 od (1, 1) do (2, 4)
∫

C
(x2 + y)dx + (x− y)dy, C – cze‘ść paraboli y2 = x od (1,−1) do (1, 1)

∫
D

(x2 + y)dx + (x− y)dy, D – cze‘ść paraboli y2 = x od (1, 1) do (1,−1)
∫
Γ

~F ◦d~r, dla: ~F (x, y) = (y, x) lub ~F (x, y) = (−y, x), lub ~F (x, y) = (y2, x2),

gdy Γ to: e) odcinek od (0,−1) do (2, 2) f) Ãlamana (0,−1), (2,−1), (2, 2)

g) okra‘g x2 + y2 = 1 h) okra‘g o śr. (0,2) i pr. 2 i) okra‘g o śr. (3,0) i pr.3

3. Znajdź mase‘ pierwszego zwoju linii śrubowej x = a cos t, y = b sin t, z = bt gdy
ge‘stość w każdym punkcie jest proporcjonalna do kwadratu odlegÃlości od (0,0,0).

4. Wznacz prace‘ potrzebna‘ do przeniesienia 1kg pokonuja‘c pole siÃl ~F = [x2− y, xy]
wzdÃluż linii y2 = 8x od punktu A(0, 0) do punktu B(2, 4).

5. Oblicz caÃlki po pewnych dwóch drogach (Ãlukach) od A do B.

a)
∫
Γ

(πx + y) dx + (x−√2y) dy , A = (0, 1), B = (2, 3)

b)
∫
Γ

(ex + y) dx + (x + 2y) dy , A = (0, 1), B = (u, v)

c)
∫
Γ

y dx + (x + z) dy + y dz , A = (−1, 1, 0), B = (u, v, w)

d)
∫
Γ
(cos x+2yz)dx+(sin y+2xz)dy+(z+2xy)dz, A = (0, 0, 0), B = (π, π, π−1)

6. Pokaż, że caÃlki z zad. 5 zależa‘ tylko od pocza‘tku i końca Ãluku Γ.

7. Niech f, g, h be‘da‘ cia‘gÃlymi funkcjami jednej zmiennej. Udowodnij, że caÃlka∫
Γ

f(x)dx+g(y)dy+h(z)dz nie zależy od drogi Γ (zależy tylko od pocza‘tku i końca).

8. Dla podanego pola wektorowego i obszaru Ω oblicz caÃlki wyste‘puja‘ce po obu
stronach wzoru Greena.

a) (P (x, y), Q(x, y)) = (x, y), Ω = {(x, y); x2 ≤ y ≤ 1}
b) (P (x, y), Q(x, y)) = (x,−y), Ω = {(x, y); 1 + y2 + x2 ≤ 2x + 2y}
c) (P (x, y), Q(x, y)) = (xy, 0), Ω = {(x, y); x, y ∈ [0, 1], x2 + y2 ≤ 1}
d) (P (x, y), Q(x, y)) = (xex2+y2

, yex2+y2
) Ω = {(x, y); x2 + y2 ≤ 1}

e) (P (x, y), Q(x, y)) = ( −y
x2+y2 , x

x2+y2 ), Ω = {(x, y); 1 ≤ x2 + y2 ≤ 4},
Do e.) brzeg Ω to 2 okre

‘
gi: zewne

‘
trzny skierowany przeciwzegarowo, wewne

‘
trzny zegarowo

9. Zastosować wzór Greena do obliczenia caÃlek (krzywe sa
‘
skierowane przeciwzegarowo)

a)
∮

x2+5y2=17

x2004e2005ydx + x2005e2005ydy b)
∮

x1998+y2000=1

e(x+y)7dx + e(x+y)7dy

10. Niech K =
{
(x, y) : x2 + y2 = 1, y ≥ 0

}
, L =

{
(x, y) : x2 ≤ 1, y = 0

}
,

M =
{
(x, y) : y = |x| − 1, x2 ≤ 1

}
oznaczaja‘ krzywe skierowane od (1, 0) do (−1, 0).

Oblicz:
∫
K

P dx + Q dy,
∫
M

P dx + Q dy wiedza‘c, że

a) Q′
x−P ′y = 6 i

∫
L

P dx + Q dy = 2 b) Q′
x−P ′y = x17 i

∫
L

P dx + Q dy =
√

2

* * *

P. Czy pole wektorowe ma potencjaÃl? Jeśli tak, to oblicz je lub odgadnij.

a) ~F (x, y) = (x, y) b) ~F (x, y) = (y, x) c) ~F (x, y) = (x2, y2)

d) ~F (x, y) = (y2, x2) e) ~F (x, y) = (xy2, x2y + y3) f) ~F (x, y) = (yex, ex)

g) ~F (x, y) = (ex −√2, 1
1+y2 + π) h) ~F (x, y, z) = (2xyz, x2z, x2y + 1)

i) ~F (x, y) = (ey, xey + y) j) P (x, y) = y2exy, Q(x, y) = (1 + xy)exy

k) ~F (x, y, z) = (2xyz, x2z, x2y + 1) l) P = yz, Q = xz, R = xy

m) F(x, y, z) = (2xz + 1, 2y(z + 1), x2 + y2 + 3z2) n) F(x, y, z) = (x, z, y)
* * *

Ścia
‘
ga.

f(x, y) nazywamy potencjaÃlem pola wektorowego ~F = (P,Q), gdy P = ∂f
∂x , Q = ∂f

∂y .

f(x, y, z) nazywamy potencjaÃlem pola wektorowego ~F = (P, Q,R), gdy ~F = grad(f).

Twierdzenie Greena. Niech K be‘dzie krzywa‘pÃlaska‘ skierowana‘dodatnio (przeci-
wzegarowo) ograniczaja‘ca‘ obszar Ω (bez ’dziur’) i niech ~F (x, y) = (P (x, y), Q(x, y))
be‘dzie polem wektorowym określonym na Ω. Gdy funkcje P (x, y), Q(x, y) maja‘
cia‘gÃle pochodne cza‘stkowe, to zachodzi

∫∫
Ω

(
∂Q
∂x − ∂P

∂y

)
dω =

∫
K

Pdx + Qdy .


