ANALIZA MATEMATYCZNA A3. LisTA 10.
1. Oblicz calki krzywoliniowe pierwszego rodzaju (nieskierowane)

[lel+yds, A={(z,y) :2® +y> =1}, [w(arctgy)” ds, B ={(w,2) : |2 < 1}
A B

g:chyds,C:{(x,y):x2+y2:2x+4y},gzyds, g%,D:Aﬂ([%ﬂ]XIR)

[2?yds, E=AN(R x Ry) ds, F={(z,2%): -1 <2 <2}, [xds
B F

s,
Jor+y+zds, G- odcinek laczacy punkty (1,2,3) 1 (6,5,4), [ zyzds
2. Oblicz: calki krzywoliniowe drugiego rodzaju (skierowane)

1) do (3,3)

J5 @2z + y)dx + (22 — y)dy, B — czesé paraboli y = 2% od (1,1) do (2,4)

J4@x 4 3y)dx + (4 + 5y)dy, A — odcinek od (0,

fC (22 + y)dz + (v — y)dy, C — czesé paraboli y? =z od (1,—1) do (1,1)

Jp(@® +y)de + (x —y)dy, D — czesé paraboli y* =z od (1,1) do (1,—-1)
JFodi,  dla: F(z,y) = (y,2) lub F(z,y) = (=y,z), lb F(z,y) = (22,
r

gdy I'to:  e) odcinek od (0,—1) do (2,2) f) tamana (0,—1), (2,-1), (2,2)

g) okrag 22 +92 =1 h) okrag o ér. (0,2) i pr. 2 i) okrag o ér. (3,0) i pr.3

3. Znajdz mase pierwszego zwoju linii $rubowej x = acost, y = bsint, z = bt gdy
gestos$é w kazdym punkcie jest proporcjonalna do kwadratu odleglosci od (0,0,0).

4. Wznacz prace potrzebna do przeniesienia 1kg pokonujac pole sit F= [22 —y, zy)
wzdtuz linii y? = 8z od punktu A(0,0) do punktu B(2,4).
5. Oblicz calki po pewnych dwdéch drogach (tukach) od A do B.

a) [p(me+y)de+(@—V2y)dy, A=(0,1),B=(23)

b) [. (" +y)dx+ (x+2y)dy, A=(0,1), B = (u,v)

c) frydx+(z+z)dy+ydz, A=(-1,1,0), B = (u,v,w)

d) [r(cosz+2yz)da+(siny+2xz)dy+(z+2xy)dz, A= (0,0,0), B = (7,7, 7 ")

6. Pokaz, ze catki z zad. 5 zaleza tylko od poczatku i konica tuku T

7. Niech f,g9,h beda ciaglymi funkcjami jednej zmiennej. Udowodnij, ze calka
Jp f(@)dz+g(y)dy—+h(z)dz nie zalezy od drogi I' (zalezy tylko od poczatku i korica).

8. Dla podanego pola wektorowego i obszaru €2 oblicz calki wystepujace po obu
stronach wzoru Greena.

a) (P(z,9),Q(x.y) = (z,y), Q={(z,y)2? <y <1}

b) (P(z,9),Q(z,y) = (z,~y), Q= {(z,y);1+y*>+2° <2+ 2y}
c) (P(z,9),Q(z,y)) = (zy,0), Q= {(z,y);z,y €[0,1], 2° +y* <1}
d) (P(z,y),Q(z,y)) = (e ™" ye” ") Q= {(z,y);2> +y° < 1}
e) (P(x,9),Qx,) = (7a z57), Q={(x,y);1 <a®+y? <4},

Do e.) brzeg Q2 to 2 okregi: zewnetrzny skierowany przeciwzegarowo, wewnetrzny zegarowo

9. Zastosowa¢ wzor Greena do obliczenia calek (krzywe sa skierowane przeciwzegarowo)

a) 3§ 2200452005y ;.. + x200562005ydy b) e(”y)7dx + e(m+y)7dy
x2+5y2:17 7;1998+y2000:1
10. Niech K = {(Jc,y) ct 4yt =1,y > O}, L= {(x,y) ca? <1,y = O},
M = {(z,y) 1y = |z| — 1,2* < 1} oznaczaja krzywe skierowane od (1,0) do (—1,0).
Oblicz: [ Pdx+ Qdy, [ Pdx+ Q dy wiedzac, ze
K M
a) Q

—P;:61{de+Qdy=2 b) Q.

X 3k %

—P)=2'"i [Pdz+Qdy =2
L

P. Czy pole wektorowe ma potencjal? Jesli tak, to oblicz je lub odgadnij.

a) F(r,y)=(z,y) b) Flay) =) ¢ Flay) =@y
d) Flz,y) = (*2%) o) Flz,y) = (aya’y+y®) f) Fla.y) = (ye",e")
g) F(z,y) = (" — V2, 1+y2 +7)  h) F(z,y,z) = (2azyz, 22z, 2%y 4+ 1)
D) Flz,y) = (e ze’ +y) J) Pla,y) =y, Qa,y) = (1+zy)e™
K) F(z,y,2) = (2zyz,2%2z,2%y+1) 1) P=yz, Q=xz, R=uay
m) F(z,y,2) = 2r2+1,2y(z +1),22 + 4> +32%) n) F(z,9,2) = (7, 2,y)
* %k
SCIAGA.
f(x,y) nazywamy potencjatem pola wektorowego F = (P, Q), gdy P Of = %.

(P,Q,R), gdy F = grad(f).

TWwIERDZENIE GREENA. Niech K bedzie krzywa, ptaska skierowana dodatnio (przeci-
wzegarowo) ograniczajaca obszar € (bez *dziur’) i niech F(z,y) = (P(z,y), Q(z,y))
bedzie polem wektorowym okreslonym na Q. Gdy funkcje P(z,y),Q(z,y) maja
ciagte pochodne czastkowe, to zachodzi ff (— - —) dw = f Pdx + Qdy .

f(z,y, z) nazywamy potencjatem pola wektorowego F=



