ANALIZA MATEMATYCZNA A3. LisTA 11.
1. Dla brzegu S czworoscianu 0ABC (p.rys.) oblicz
a) [[qel*WdS b) [[yelrvldS
c) [ e[@+z s d) [fg elrtvtalds

1’. Ponizsze calki opisuja, objetosci pewnych ostro-
stupéw; opisz (stowami) te ostrostupy

a) [[ zdS b) [[ xzdS <¢) [[ x+ydS
ABC ABC ABC

2. Oblicz (w ktérych przyktadach 'od razu’ widaé¢ 0 ?)

(z+y)?

a) [[  axyzdS Db) I zyzdS  c) I st
rt+y+z=1 2y’ +2°=1 (z+y)%+22=1
z,y,220 z,y,220 x,y,2>0

O weds o wds 6 ) ldds
[z]+|y|+]2|=1 z2+y?+22=1 2|z|+3|y|+|z|=6

g) [[axydS, S={(z,y,2*+y?) 12,y €[0,1]} h) [[ z+ydS, S= pow. [0,1]3
S S

i) [[2?+y%dS, Q= {(z,y,2° = 3zy?) : 2 +y*> <1} j) [[ sgn (z2+]z])dS
Q s

3. Polsfera 22 +y? + 22 = 4, z > 0 ma gestosé¢ g proporcjonalna do odleglosci od
punktu (0,2) i ma najwieksza warto$é réwna, 17.

a) Wyznacz srodek ciezkosci tej polsfery.

b) Wyznacz jej energie kinetyczna, gdy obraca sie ona wzgledem prostej przecho-
dzacej przez punkty (0,0,2), (0,2,2) ze staly predkoscia katowa w.

ANALIZA MATEMATYCZNA A3. NOTATKI NIEZORIENTOWANE

Niech f(z,y,z) bedzie okreslona na powierzchni S. Podzial w = {S1,Ss,..., 5}
powierzchni S na ’prawie rozlaczne platy’ o polach |S;| i wybér punktéw a; € S;
wyznacza pewne przyblizenie calki powierzchniowej niezorientowanej:

I fy,)ds ~ i flas) - |Si]

Doktadniej: jesli dla coraz drobniejszych podzialéw (o $rednicach zbieznych do 0) sumy
po prawej stronie sa, coraz blizej pewnej liczby (niezaleznie od wyboru punktéw), to te
liczbe nazywamy catka powierzchniowa niezorientowang funkcji f po powierzchni S.

INTERPRETACJE. [[¢ f(z,y,2)dS :

- masa powierzchni S, ktérej gesto$é w punkcie (x,y, 2) ma wartosé f(x, vy, z) [kg/m?],

- koszt wylozenia S kafelkami, ktérych cena w (z,v, 2) wynosi f(x,y, z) [zt/m?].

- objetosé haldy usypanej na S, ktérej grubosé wynosi f(z,y, z) 'prostopadle’ do S.
z

Na powierzchni S szeécianu [0,1]% f(z,y,2) = [z +y+ 2] + 7
przyjmuje wartosci: 0+ m, 1 + m, . Zatem

J[lety+2]+mdS=(0+m)-(3-1)+
S

e h

Ponizsza funkcja przyjmuje wartosci # 0 tylko na ’gérnej’ scianie

JE s = 1 as = lTds =7 A

[0,1]2x {1} [0,1]2x {1}

Jesli powierzchnia S jest wykresem funkcji gladkiej g(z, y) okreslonej na obszarze D,
czyli gdy S = {(z,y,2) : z = g(z,y), (z,y) € D}, to calke powierzchniowa, zamienia-

Jf F@y2)dS = [f F@y,06y) -1+ (322 + (322
S D

my na catke podwdéjna;

PrzYKLAD. S = {(x,y,2) : 20+ 3y + z = 6,z,y,2 > 0} jest wykresem f-cji

g(z,y) = 6—2x— ... 0 dziedzinie D = {(z,y) : 0 <2 <3,0<y < e }; zatem
3 e

ffzf 6)2dS = ff6 20—3y—6)?-/1+(-22+ .. =[ [ ... dy dx =

0 0

PRZYKLAD. Pélsfera S = {(z,y,2) : % +y? + 2% = 22,2 > 1} jest wykresem funkcji
2(z,y) =1++v1— ... — ... odziedzinie D = {(x,y) : .2 +..2 < ...}; zatem
J[zdS=[[(1+V1— )\/lJr( 24+(...)2= (wspdlrz. biegun.)
S D




