
Analiza matematyczna A3. Lista 11. .

1. Dla brzegu S czworościanu 0ABC (p.rys.) oblicz
a)

∫∫
S

e[x+y] dS b)
∫∫

S
e[x−y] dS

c)
∫∫

S
e[x+z] dS d)

∫∫
S

e[x+y+z] dS

1’. Poniższe caÃlki opisuja‘ obje‘tości pewnych ostro-
sÃlupów; opisz (sÃlowami) te ostrosÃlupy

a)
∫∫

ABC

zdS b)
∫∫

ABC

xdS c)
∫∫

ABC

x+ydS
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2. Oblicz (w których przykÃladach ’od razu’ widać 0 ?)

a)
∫∫

x+y+z=1
x,y,z≥0

xyz dS b)
∫∫

x2+y2+z2=1
x,y,z≥0

xyz dS c)
∫∫

(x+y)2+z2=1
x,y,z≥0

√
1−(x+y)2

1+(x+y)2 dS

d)
∫∫

|x|+|y|+|z|=1

xyz dS e)
∫∫

x2+y2+z2=1

y7 dS f)
∫∫

2|x|+3|y|+|z|=6

|x| dS

g)
∫∫
S

xydS, S = {(x, y, x2 + y2) : x, y ∈ [0, 1]} h)
∫∫
S

x + y dS, S= pow. [0, 1]3

i)
∫∫
Ω

x2 + y2dS, Ω = {(x, y, x3 − 3xy2) : x2 + y2 ≤ 1} j)
∫∫
S

sgn (z + |z|) dS

3. PóÃlsfera x2 + y2 + z2 = 4, z ≥ 0 ma ge‘stość g proporcjonalna‘ do odlegÃlości od
punktu (0,2) i ma najwie‘ksza‘ wartość równa‘ 17.

a) Wyznacz środek cie‘żkości tej póÃlsfery.
b) Wyznacz jej energie‘ kinetyczna‘, gdy obraca sie‘ ona wzgle‘dem prostej przecho-

dza‘cej przez punkty (0, 0, 2), (0, 2, 2) ze staÃla‘ pre‘dkościa‘ ka‘towa‘ ω.

Analiza matematyczna A3. Notatki niezorientowane

Niech f(x, y, z) be‘dzie określona na powierzchni S. PodziaÃl ω = {S1, S2, . . . , Sm}
powierzchni S na ’prawie rozÃla‘czne pÃlaty’ o polach |Si| i wybór punktów ai ∈ Si

wyznacza pewne przybliżenie caÃlki powierzchniowej niezorientowanej:∫∫
S

f(x, y, z) dS ≈
m∑

i=1

f(ai) · |Si|
DokÃladniej: jeśli dla coraz drobniejszych podziaÃlów (o średnicach zbieżnych do 0) sumy
po prawej stronie sa‘ coraz bliżej pewnej liczby (niezależnie od wyboru punktów), to te‘liczbe‘ nazywamy caÃlka‘ powierzchniowa‘ niezorientowana‘ funkcji f po powierzchni S.

Interpretacje.
∫∫

S
f(x, y, z) dS :

- masa powierzchni S, której ge‘stość w punkcie (x, y, z) ma wartość f(x, y, z) [kg/m2],
- koszt wyÃlożenia S kafelkami, których cena w (x, y, z) wynosi f(x, y, z) [zÃl/m2].
- obje‘tość haÃldy usypanej na S, której grubość wynosi f(x, y, z) ’prostopadle’ do S.

Na powierzchni S sześcianu [0, 1]3 f(x, y, z) = [x + y + z] + π
przyjmuje wartości: 0 + π, 1 + π, ... . Zatem∫∫
S

[x + y + z] + π dS = (0 + π) · (3 · 1
2 ) + ...... + ...... = ...... .

Poniższa funkcja przyjmuje wartości 6= 0 tylko na ’górnej’ ścianie∫∫
S

[z]·[y+7]dS =
∫∫

[0,1]2×{1}
[z]·[y+7]dS =

∫∫
[0,1]2×{1}

[1]·7dS = 7·1.
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Jeśli powierzchnia S jest wykresem funkcji gÃladkiej g(x, y) określonej na obszarze D,
czyli gdy S = {(x, y, z) : z = g(x, y), (x, y) ∈ D}, to caÃlke‘ powierzchniowa‘ zamienia-

my na caÃlke‘ podwójna‘:
∫∫
S

f(x, y, z) dS =
∫∫
D

f(x, y, g(x, y)) ·
√

1 + ( ∂g
∂x )2 + ( ∂g

∂y )2

PrzykÃlad. S = {(x, y, z) : 2x + 3y + z = 6, x, y, z ≥ 0} jest wykresem f-cji
g(x, y) = 6− 2x− ... o dziedzinie D = {(x, y) : 0 ≤ x ≤ 3, 0 ≤ y ≤ ............ }; zatem
∫∫
S

(z− 6)2 dS =
∫∫
D

(6− 2x− 3y− 6)2 ·
√

1 + (−2)2 + ... =
3∫
0

......∫
0

...... dy dx = ...

PrzykÃlad. PóÃlsfera S = {(x, y, z) : x2 + y2 + z2 = 2z, z ≥ 1} jest wykresem funkcji
z(x, y) = 1 +

√
1− ... − ... o dziedzinie D = {(x, y) : ...2 + ...2 ≤ ...}; zatem∫∫

S

z dS =
∫∫
D

(1 +
√

1− ...... ) ·
√

1 + ( ... )2 + ( ... )2 = ...... (wspóÃlrz. biegun.)


