
Analiza matematyczna A3. Lista 12. Po co nam te wszystkie caÃlki?

Uwaga. Poniżej ’wyznacz’ oznacza ’zapisz jako caÃlke‘ iterowana‘ lub sume‘ caÃlek
iterowanych w ukÃladzie kartezja‘́nskim i/lub cylindrycznym (biegunowym)’.

1. Wyznacz obje‘tość, pole powierzchni i Ãla‘czna‘ dÃlugość ’krawe‘dzi’ bryÃly V , gdy:
a) V jest ostrosÃlupem prawidÃl. czworoka‘tnym, o wysokości 7, i boku podst. 4.
b) V jest cze‘ścia‘ wspólna‘ dwóch kul o promieniu R, których środki sa‘ w odlegÃl. R
c) V jest cze‘ścia‘ wspólna‘ dwóch kul o promieniu R, których środki sa‘ w odlegÃl. 3

2R
d) V jest cze‘ścia‘ wspólna‘ dwóch walców o promieniu R, których osie‘ sa‘ prostopadÃle

2. Wyznacz obje‘tość i pole powierzchni torusa T , to jest bryÃly otrzymanej z obrotu
wokóÃl osi OZ koÃla K = {(x, 0, z) : (x−Rd)2 + z2 ≤ R2

m}, gdzie 0 < Rm < Rd.

3. Powierzchnia (x−1
2 )2+y2=1

4 rozcina Uk na dwie cze‘ści; mniejsza‘ oznaczmy Vk dla

U1 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤
√

1−x2−y2}, U2 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1−
√

x2 + y2},
U3 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1− x2 − y2}. U4 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1− x}.

Wyznacz a) obje‘tość Vk b) pole pow. Vk c) dÃlugość ’krawe‘dzi’ Vk

d) mase‘ Vk, gdy ge‘stość jest sześcianem odlegÃlości od osi OZ
d’) energie‘ kinetyczna‘ Vk kre‘ca‘cego sie‘ wokól osi OZ w tempie 3 obroty na

sekunde‘, gdy ge‘stość jest staÃla
d”) energie‘ kinetyczna‘ Vk kre‘ca‘cego sie‘ wokól osi OX w tempie 4 obroty na

sekunde‘, gdy ge‘stość jest staÃla
e) mase‘ Vk, gdy ge‘stość jest sześcianem odlegÃlości od powierzchni ’bocznej’
e’) energie‘ kinetyczna‘ Vk kre‘ca‘cego sie‘ wokól osi OZ w tempie 3 obroty na

sekunde‘, gdy ge‘stość jest sześcianem odlegÃlości od powierzchni ’bocznej’
f) środek cie‘żkości Vk, gdy ge‘stość kwadratem odlegÃlości od (0,0,0)

4. PÃlaszczyzna z = x rozcina bryÃle‘ Uk na dwie cze‘ści; mniejsza‘ oznaczmy Vk, gdzie:

U1 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤
√

1−x2−y2}, U2 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1−
√

x2 + y2},
U3 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1− x2 − y2}, U4 = {(x, y, z) : 0 ≤ z ≤ 1, x2 + y2 ≤ 1}.

Wyznacz a) obje‘tość Vk b) pole pow. Vk c) dÃlugość ’krawe‘dzi’ Vk

d) mase‘ Vk, gdy ge‘stość jest sześcianem odlegÃlości od (0,0,0)
d’) energie‘ kinetyczna‘ Vk kre‘ca‘cego sie‘ wokól osi OX w tempie 3

obroty na sekunde‘, gdy ge‘stość jest sześcianem odlegÃlości od (0,0,0)
e) mase‘ Vk, gdy ge‘stość jest sześcianem odlegÃlości od z = 0
e’) energie‘ kinetyczna‘ Vk kre‘ca‘cego sie‘ wokól osi OZ w tempie 3

obroty na sekunde‘, gdy ge‘stość jest kwadratem odlegÃl. od pÃl. x = 0
f) środek cie‘żkości Vk, gdy ge‘stość jest stala
g) środek cie‘żkości Vk, gdy ge‘stość kwadratem odlegÃl. od (0,0,0)

Wsk. Znajdź rzut L′ linii L be‘da‘cej cze‘ścia‘ wspólna‘ Uk i pÃl. z = x.
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