
Analiza matematyczna A3. Lista 13. Drzewiej bywaÃlo.

1. Wyznacz dÃlugość krzywej zadanej parametrycznie
x(t) = 9−t cos(πt), y(t) = 9−t sin(πt), t ∈ [0, +∞) .

Pod jakim ka‘tem krzywa ta przecina okra‘g o środku w punkcie (0, 0) i promieniu 1
3?

2. Oblicz pole powierzchni i obje‘tość bryÃly opisanej ukÃladem nierówności
z ≥ 0, y ≥ z, x2 + y2 ≤ 4 .

3. Oblicz
∫
K

3x2ydx+2x3dy , gdzie K jest brzegiem obszaru {(x, y) : x2 ≤ y ≤ 2−x2}

4. Wyznacz takie wartości parametrów a, b, c, d, e, f , by pole wektorowe
[z8 + axz7 + byz7, z8 + cxz7 + dyz7, z8 + exz7 + fyz7 ] miaÃlo potencjaÃl. Oblicz go.

5. Wyznacz wartość najwie‘ksza‘ i najmniejsza‘ f-cji f(x, y) = x2 + 2x− 8− y2 + 4y
określonej na [−3, 3]2. Podaj wszystkie punkty, w których te wartości sa‘ przyjmowane

6. Wyznacz środek cie‘żkości póÃlkuli x2 + y2 + z2 ≤ 6x, z ≤ 0, której ge‘stość g jest
proporcj.do kwadratu odlegÃlości od osi póÃlkuli i osia‘ga najwie‘ksza‘ wartość 3.

7. Zbadaj cia‘gÃlość funkcji f(x, y) =
{

(ex2y3 − 1)x−2 dla x 6= 0
2y3 − 5y2 + 6y dla x = 0

(uzasadnij).

B1. Niech l oznacza prosta‘ w przestrzeni opisana‘ równaniem (x−1)2 +(y−4)2 = 0.
PÃlaszczyzny styczne do powierzchni z+xy = x3+y w punktach (0, 1, 1), (−1,−2,−5)
wycinaja‘ z prostej l odcinek. Znajdź jego dÃlugość.

B2. Oblicz obje‘tość bryÃly opisanej ukÃladem nierówności
z ≤ x2 + y2, z + 4 ≥ 2x2 + 2y2, x ≥ 0, y ≥ 0, z ≥ 0 .

B3. a) Oblicz caÃlke‘ krzywoliniowa‘ nieskierowana‘
∫
K

|y|ds po okre‘gu K = o((0, 1), 2).

b) Dokonaj zmiany kolejności caÃlkowania:
2∫
0

x2∫
−x

x dy dx. Oblicz obydwie caÃlki.

B4. Wyznacz najmniejsza‘ i najwie‘ksza‘ wartość funkcji f(x, y) = 3x+4y+5(x2+y2)
na zbiorze Z =

{
(x, y) : x4 + 2x2y2 + y4 = x2 + y2

}
. Wyznacz wszystkie punkty, w

których te wartości sa‘ przyjmowane.

B5. Kula x2+y2+z2 ≤ 4 ma ge‘stość g proporcjonalna‘ do odlegÃlości od środka kuli i
na brzegu kuli przyjmuje wartość 9

8 . Kula obraca sie‘ wzgle‘dem prostej przechodza‘cejprzez punkty (0, 0, 2), (0, 2, 2) ze staÃla‘ pre‘dkościa‘ ka‘towa‘ ω. Wyznacz energie‘ kinet.

B6. Zbadaj istnienie granicy funkcji f, g, h w punkcie p0 = (0, 0), gdzie

f(x, y) =
x4 + y4

x2 + y2
, g(x, y) =

x2 + y2

x4 + y4
, h(x, y) =

x3 − y3

x4 + y4
. Uzasadnij odpowiedź.

C1. W ukÃl. wspóÃlrze‘dnych zaznacz linie opisane parametrycznie (podaj ich nazwy)

a) x(t) = | cos(2πt)|, y(t) = sin(2πt), t ∈ [−1, 2] .
b) x(t) = 2 cos(2πt), y(t) = 3 sin2(2πt), t ∈ [−1, 2] .
c) x(t) = 2 cos2(2πt), y(t) = 3 sin2(2πt), t ∈ [−1, 2] .

C2. Przyjmijmy, że dziedzina‘ f-cji f(x, y) = x+y jest D = {(x, y) : x2+xy+y2 = 1}.
Zbadaj w których z poniższych punktów funkcja f osia‘ga maksima lokalne,
a w których minima lokalne: A(1,−1), B(1, 1), C( 1√

3
, 1√

3
), D(−

√
3

3 ,−
√

3
3 ) ?

C3. Niech Γ oznacza brzeg obszaru S = {(x, y) : 1 ≤ x2 +y2 ≤ 4, x, y ≥ 0}. Oblicz:
a) caÃlke‘ krzywoliniowa‘

∫
Γ

e[x+2] + [y + 3] ds b) caÃlke‘ podwójna‘
∫∫
S

e[x2+y2]

c)
∫
Γ

(
3y2 − esin x

)
dx +

(
7x +

√
y4 + 1

)
dy , gdzie Γ jest okre‘giem x2 + y2 = 9

d)
∫
L

ydx+zdy+xdz, gdzie L jest Ãlamana‘ ABC : A(0, 0, 0), B(2, 2, 0), C(0, 1, 1).

C4. Oblicz mase‘ stożka o pr. podstawy R = 1 i wys. H = 2, którego ge‘stość jest f.
liniowa‘ odlegÃlości od podstawy: przy podstawie ma wartość 1 a przy wierzchoÃlku 0.

D1. Wyznacz wszystkie punkty, w których cia‘gÃla jest funkcja

f(x, y) =





ex3y2 − 1
x3

dla x 6= 0

2y3 + y2 − 6y dla x = 0

D2. Linie: x2 + 2y2 = 3 i y5 + 3xy2 + 2x3 = 4 przecinaja‘ sie‘ w punkcie (1,−1).
Pod jakim ka‘tem?

D3. Drut D o ksztaÃlcie póÃlokre‘gu o promieniu 3 ma staÃla‘ ge‘stość równa‘ 5.
W jakiej odlegÃlości od końców D leży jego środek cie‘żkości?

D4. Oblicz pole cze‘ści powierzchni sfery x2 + y2 + z2 = 1 zawartej w zbiorze
Z = {(x, y, z) :

√
(x− 1)2 + y2 ≤ z}.

D5. Niech S oznacza stożek o promieniu podstawy 1 i wysokości 2. Niech ` oz-
nacza prosta‘ przechodza‘ca‘ przez wierzchoÃlek stożka i prostopadÃla‘ do jego osi. Stożek
obraca sie‘ wokóÃl ` w staÃlym tempie 5 obrotów na sekunde‘. Ge‘stość stożka jest wprost
proporcjonalna do sześcianu odlegości od jego osi i 7 jest jej najwie‘ksza‘ wartościa‘.Oblicz (do końca) energie‘ kinetyczna‘ tego stożka (Wsk. w ukÃl. cylindr.).

D6. Niech K =
{
(x, y) : x2 + y2 = 1, y ≥ 0

}
, L =

{
(x, y) : x2 ≤ 1, y = 0

}
,

M =
{
(x, y) : y = |x| − 1, x2 ≤ 1

}
oznaczaja‘ krzywe skierowane od (−1, 0) do (1, 0).

Oblicz:
∫
K

Pdx+Qdy,
∫
M

Pdx+Qdy wiedza‘c, że Q′
x−P ′y = 5+x17 i

∫
L

Pdx+Qdy =
√

2.

D7. Wyznacz wartość najmniejsza‘ i wartość najwie‘ksza‘ (o ile istnieja‘) funkcji
f(x, y) = |x2 + y2 − 25|+ 3x + 4y na zbiorze W =

{
(x, y) : x2 + y2 ≤ 102

}
.

Wyznacz wszystkie punkty, w których te wartości sa‘ przyjmowane.


