
Analiza matematyczna A3. Lista 3. .

1. Zbadaj istnienie naste‘puja‘cych granic, oblicz wartość, jeśli granica istnieje

a) lim
x→0
y→0

x2

x2 + y2
b) lim

x→0
y→0

2x2 + y2

x2 + y2
c) lim

x→0
y→0

x3

x2 + y2
d) lim

x→1
y→2

xy

x2 + y2

e) lim
x→3
y→4

(x−3)(ln y− ln 4) f) lim
x→3
y→4

ln y − ln 4
x− 3

g) lim
x→3
y→4

e(x−3)2+(y−4)2 − 1
(x− 3)2 + (y − 4)2

h) lim
x→0
y→0

ey−x2
i) lim

x→0+
y→0

ey/x2
j) lim

x→0+
y→0

ey2/x k) lim
x→0
y→0

|y|≤x2

xy

x4 + y4

l) lim
x→0
y→0

xyln (x2 + y2) Ãl) lim
x→0
y→0

x3y

x6 + y2
m) lim

x→0+
y→0+

sin x

y
n) lim

x→0+
y→0+

xαyβ

2. Zbadaj cia‘gÃlość (w których punktach funkcje sa‘ cia‘gÃle, a w których niecia‘gÃle?)

a) f(x, y) = sgn(x + y) b) f(x, y) = y · sgnx c) f(x, y) = [x] + [y + 0,1]

d) f(x, y) =
{

x2 − y2 dla x ≥ y
x− y dla x < y

e) f(x, y) =
{

exy−1
x dla x 6= 0

y dla x = 0

f) f(x, y) =
{ |x|+ |y| dla x2 + y2 ≤ 1

α dla x2 + y2 > 1 g) f(x, y) =
{

x2 − y dla x ≥ 0
α dla x < 0

h) f(x, y) =




|x| dla y > x2

x dla y = x2

y dla y < x2
i) f(x, y) =

{
x2 + y2 dla |x|+ |y| ≤ 1

p dla |x|+ |y| > 1

j) f(x, y) =
{

x2y2 dla max{|x|, |y|} ≤ 1
p dla max{|x|, |y|} > 1 k) f(x, y) =

{
exy−1

x dla x 6= 0
1 dla x = 0

3. Dla jakich wartości parametru p funkcja f jest cia‘gÃla (w każdym punkcie dziedziny)?

a) f(x, y)=

{
sin(x2+y2)

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
|p| dla (x, y) = (0, 0)

a’) f(x, y)=

{
x2+y2

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
|p| dla (x, y) = (0, 0)

b) f(x, y)=

{
sin(x2y2)

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
|p| dla (x, y) = (0, 0)

b’) f(x, y)=

{
x2y2

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
|p| dla (x, y) = (0, 0)

c) f(x, y)=

{
cos(x2y2)

x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
|p| dla (x, y) = (0, 0)

c’) f(x, y)=

{
tg(x2y2)
x2+y2 dla (x, y) 6= (0, 0)
|p| dla (x, y) = (0, 0)

.

Takich zadań nie be
‘
dzie na klasówce nr 3, ale moga

‘
być podobne:

A. Podobne do zadnia 1. a)–d). Uzasadnij odpowiedzi.

B. Niech f(x, y) =
{ |x| dla x2 + y2 ≤ 1
−2 dla x2 + y2 > 1 . Podaj odpowiedzi:

– Czy f ma pochodna‘ cza‘stkowa‘ lewostronna‘ f ′x w punkcie p0 = (x0, y0)?
– Czy f ma pochodna‘ cza‘stkowa‘ prawostronna‘ f ′x w punkcie p0 = (x0, y0)?
– Czy f ma pochodna‘ cza‘stkowa‘ lewostronna‘ f ′y w punkcie p0 = (x0, y0)?
– Czy f ma pochodna‘ cza‘stkowa‘ prawostronna‘ f ′y w punkcie p0 = (x0, y0)?
– Czy f ma granice‘ w p0?
– Czy f jest cia‘gÃla w p0?
gdy: a) p0 = (1, 0) b) p0 = (0, 1) c) p0 = (

√
1

2 ,
√

3
2 ) d) p0 = (

√
1

2 , 0)

C. Niech f(x, y) =
{ |x| dla (x, y) ∈ [0, 1)× [0, 1]

y dla (x, y) 6∈ [0, 1)× [0, 1] .

Podaj zbiór tych wszystkich punktów IR2, w których
a) nie istnieje f ′x b) nie istnieje f ′y c) f nie ma granicy d) f nie jest cia‘gÃla


