ANALIZA MATEMATYCZNA A3. LisTA 8. [[f

WYPELNIANKA. Podma} w prostokata P = [0, 3] x [...,...] tworzy 6 zbioréw:
P1 [0 1] [ ,2], PQ eeey P3 cery eeeeeeieeens . Ay
o polach: Ap; =1, Aps = ..., Apz = ey veeveeneen. . 3 3 (25.45)
Wybrano w nich punkty: (x1,y1) = (%, S)y e o Wl
Pa 1P P
Dla funkcji f(x,y) = x+y i podziatu z punktami, liczymy 2| T 3
= Zf(.’l,'“yz)Apl = (%—f—?)l—l- ............ = P, §P2 P;
1= 1 -
Sw = 2:1z1nf f( ) Apl = (O + 1) -1 4+ = Podzial w zbioru P
Spi=Ssup f(2) - Api=(1+2) 1+ wcoveern.n. =. 0 1 5 5
i=1z2€P;
1. Powtérzdla: — a) f(z,y) =[z]+[y] b) flz,y)=[z+y] <) flz,y)=[z]
d) f(z,y)=[y—z] e€) f(z,y)=x+sgn (y—z) (gdzie [.] - cze$¢ calkowita)
2. Niech m,n € IN.

Prowadzac (odpowiednie) proste réwnolegle do osi uktadu, mozna zbiér P podzielié

na m - n jednakowych prostokatow P;, i =1,2,...

mmn, o polach Ap; =

Niech jak poprzednio (z;,y;) bedzie srodkiem prostokata P;.

a) Przyjmujac m =25 in = 20 oraz f(x,y) = [z] oblicz Wielkos'ci

0w = f(xiy:) - Api, s =) inf f(2)- Api, Z sup f(2) - Ap:
i=1 i=1 i=17c"i

a’) przyjmujac m = 25-10™ in =2-10" oblicz wielkodci oy, Sw, Se

a”) oblicz granice ciagéw oy, Sw, S, gdy m’, n’ — oo

b) powtérz a)-a”) dla f(x,y) = [z]+[y] c¢) powtdrza)-a”) dla f(x, y) =xz+y

3. Odgadnij [[ f dw i dobierz taki 'wygodny’ podzial w, ze |S, — s.,| < 106, gdzie:
P

a) flz,y)=[22]+ [y, P=[0.35]> a) P=[0,3 a”) P=1[04

b) f(xay) = |‘T‘7 P = [713 1]2 b’) P = [7133] X [77-(7\/5]

o) flwy)=lr—-V+, P=[25+V2x[27] @) P=[24]

d) flz,y) =[F]+[2], P=[1,4x[2,8] ) f(z,y)=[7+%], P=[1,4]x[28]
4. Proste y = £z + n/3, n € Z, wyznaczaja podziat w tréjkata P o wierzchotkach
(0,0), (1,0), (0,1), w ktérym jest ... kwadratéw o polach ... oraz ... tréjkatéw o
polach ... . Dla funkcji f(x,y) = (z + y)? obliczy¢ wielkosci s, i S,,.

9. Znajdz srodki ciezkosci figur K, L, N,O, P,Q i S = {(x,y)

5. Ktére calki mozna obliczyé bez rachunku catkowego? a) [[ 22+ 3ydw
[0,1]
b) [[ etdw ) [ elFtVldw d) [[ 2%Pdw e) [[ 2%yidw
[0,1]? (—1,1]° [0,1]? (—1,1)?
£) JI ®*ydv g [[ Va't+yPdw h) [[ |z+ylde
2 4y2<1 224y2<1 SN
Oblicz calki wielokrotne jak w przykladzie:
6 1 6 /1 671 1
[ [zy+ye* dedy = [ (fxy—i—yezdx) dy = [ [x2y+ye$] dy =
00 0 \0 0 L2 . 0
6 1 1 1 1
= —— ) dy = 2 - = =18(e— =] =18e—-9
[o(e=z)m=[3(e=2)] - mem3) -
47 623 123
a) [ [ylmxdedy b) [[[z+2y+3zdedydz c¢) [ [ [zy+zdxdydz
23 112 012

2m 2w
f) [ [ xsin®(zy) dedy
00

21 e

2 2
d) [ [(siny)axt/Tdzdy e) [ T}ry dxdy
01 11

Dokonaj zmiany kolejnosci catkowania. Oblicz obydwie caltki i poréwnaj wyniki

2

3VY 2y 11—yl 2z

a) [ [a3dzdy b)) [ [azydedy <¢) [ [ z+y’dedy d) [ [ ldydx
2 0 11 S1yi-1 1252
1 Jz 2 4—22 2 4—z2

e) [ [bx+ydyde f) [ [ y+2dyde g) [ [ 3wdydx
0 22 Z200 0 0

Oblicz catki (uwaga: trapez, trékat oznacza pely wielokat)

a) [[e”dw, - (pely) trapez o wierzchotkach (0,0), (1,1), (2,1) i (3,0)
K

b) [[azydw, L - tréjkat o wierzchotkach (0,0), (1,1) 1 (2,—1)
L

c) [[aPdw, M ={(z,y);42°+y* <4} h) [[|z*—yldw, R=][0,1]x[0,1]
M R

d) f}j\;fﬁ—i—ydw,
e) [[[1dw,
o)

f) ngdw,

i (—2,—2) ograniczony krzywymi: y = 22 i zy = 8 i dwoma odcinkami

g) féf\/@dw, Q-

N ={(z,y,2);z,y,2€ Ry U{0},z+y+ 2 <1}
O={(2,y,2);2* +y* + 2> < Lo >0}

P - czworokat krzywoliniowy o wierzchotkach (0,0), (2,4), (8,1)

obszar ograniczony parabola y = 22 i prosta y = x + 6

ca?+y? < lo+y <1}



