
Analiza matematyczna A3. Lista 8.
∫∫∫

WypeÃlniańka. PodziaÃl ω prostoka‘ta P = [0, 5
2 ]× [..., ...] tworzy 6 zbiorów:

P1 = [0, 1]× [1, 2], P2 = ...× ..., P3 = ..., ............ .
o polach: ∆p1 = 1, ∆p2 = ..., ∆p3 = ..., ............ .
Wybrano w nich punkty: (x1, y1) = ( 1

2 , ...
2 ), ............ .

Dla funkcji f(x, y) = x+y i podziaÃlu z punktami, liczymy

σω :=
...∑

i=1

f(xi, yi) ·∆pi := ( 1
2 + ...

2 ) · 1 + ............ = ...

sω :=
...∑

i=1

inf
z∈Pi

f(z) ·∆pi = (0 + 1) · 1 + ............ = ...

Sω :=
...∑

i=1

sup
z∈Pi

f(z) ·∆pi = (1 + 2) · 1 + ............ = ...
-
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1. Powtórz dla: a) f(x, y) = [x]+[y] b) f(x, y) = [x+y] c) f(x, y) = [x]

d) f(x, y) = [y−x] e) f(x, y) = x+sgn (y−x) (gdzie [.] – cze‘ść caÃlkowita)

2. Niech m,n ∈ IN.
Prowadza‘c (odpowiednie) proste równolegÃle do osi ukÃladu, można zbiór P podzielić
na m · n jednakowych prostoka‘tów Pi, i = 1, 2, . . . mn, o polach ∆pi = ... .
Niech jak poprzednio (xi, yi) be‘dzie środkiem prostoka‘ta Pi.

a) Przyjmuja‘c m = 25 i n = 20 oraz f(x, y) = [x] oblicz wielkości:

σω =
m·n∑

i=1

f(xi, yi) ·∆pi, sω =
m·n∑

i=1

inf
z∈Pi

f(z) ·∆pi, Sω =
m·n∑

i=1

sup
z∈Pi

f(z) ·∆pi.

a’) przyjmuja‘c m = 25 · 10m′
i n = 2 · 10n′ oblicz wielkości σω, sω, Sω

a”) oblicz granice cia‘gów σω, sω, Sω gdy m′, n′ →∞
b) powtórz a)–a”) dla f(x, y) = [x]+[y] c) powtórz a)–a”) dla f(x, y) = x+y

3. Odgadnij
∫∫
P

f dω i dobierz taki ’wygodny’ podziaÃl ω, że |Sω − sω| < 1
106

, gdzie:

a) f(x, y) = [2x] + [y], P = [0, 1
3 ]2 a’) P = [0, 1

2 ]2 a”) P = [0, 4]2

b) f(x, y) = |x|, P = [−1, 1]2 b’) P = [−1, 3]× [−π,
√

2]

c) f(x, y) = [x−√2] + [y], P = [
√

2, 5 +
√

2]× [2, 7] c’) P = [2, 4]2

d) f(x, y) = [ x
π ]+[ y

π ], P = [1, 4]× [2, 8] e) f(x, y) = [ x
π + y

π ], P = [1, 4]× [2, 8]

4. Proste y = ±x + n/3, n ∈ ZZ, wyznaczaja‘ podziaÃl ω trójka‘ta P o wierzchoÃlkach
(0, 0), (1, 0), (0, 1), w którym jest ... kwadratów o polach ... oraz ... trójka‘tów o
polach ... . Dla funkcji f(x, y) = (x + y)2 obliczyć wielkości sω i Sω.

5. Które caÃlki można obliczyć bez rachunku caÃlkowego? a)
∫∫

[0,1]2
2x + 3y dω

b)
∫∫

[0,1]2
e[x+y] dω c)

∫∫
[−1,1]2

e[x+y] dω d)
∫∫

[0,1]2
x2y3 dω e)

∫∫
[−1,1]2

x2y3 dω

f)
∫∫

x2+y2≤1

x2y3 dω g)
∫∫

x2+y2≤1

√
x2 + y2 dω h)

∫∫
[−1,1]2

|x + y| dω

6. Oblicz caÃlki wielokrotne jak w przykÃladzie:

6∫
0

1∫
0

xy + yex dxdy =
6∫
0

(
1∫
0

xy + yexdx

)
dy =

6∫
0

[
1
2
x2y + yex

]1

0

dy =

=
6∫
0

y

(
e− 1

2

)
dy =

[
1
2
y2

(
e− 1

2

)]6

0

= 18
(

e− 1
2

)
= 18e−9

a)
4∫
2

7∫
3

ylnx dxdy b)
6∫
4

2∫
1

3∫
2

x + 2y + 3z dxdydz c)
1∫
0

2∫
1

3∫
2

xy + z dxdydz

d)
2π∫
0

e∫
1

(sin y)x1/x dxdy e)
2∫
1

2∫
1

1
x+y dxdy f)

2π∫
0

2π∫
0

x sin2(xy) dxdy

7. Dokonaj zmiany kolejności caÃlkowania. Oblicz obydwie caÃlki i porównaj wyniki

a)
3∫
2

√
y∫

0

x3dxdy b)
2∫
1

y∫
1

xydxdy c)
1∫
−1

1−|y|∫
|y|−1

x+ y2dxdy d)
2∫
1

x2∫
2−x

1dydx

e)
1∫
0

3√x∫
x2

6x + ydydx f)
2∫
−2

4−x2∫
0

y + 2dydx g)
2∫
0

4−x2∫
0

3xdydx

8. Oblicz caÃlki (uwaga: trapez, tróka‘t oznacza peÃlny wieloka‘t)

a)
∫∫
K

ex dω, K - (peÃlny) trapez o wierzchoÃlkach (0, 0), (1, 1), (2, 1) i (3, 0)

b)
∫∫
L

xy dω, L - trójka‘t o wierzchoÃlkach (0, 0), (1, 1) i (2,−1)

c)
∫∫
M

x3 dω, M = {(x, y); 4x2 +y2 ≤ 4} h)
∫∫
R

|x2−y|dω, R = [0, 1]× [0, 1]

d)
∫∫∫

N

x2 + y dω, N = {(x, y, z); x, y, z ∈ IR+ ∪ {0}, x + y + z ≤ 1}

e)
∫∫∫

O

1 dω, O = {(x, y, z); x2 + y2 + z2 ≤ 1, x ≥ 0}

f)
∫∫
P

x2 dω, P - czworoka‘t krzywoliniowy o wierzchoÃlkach (0, 0), (2, 4), (8, 1)

i (−2,−2) ograniczony krzywymi: y = x2 i xy = 8 i dwoma odcinkami

g)
∫∫
Q

√
y dω, Q - obszar ograniczony parabola‘ y = x2 i prosta‘ y = x + 6

9. Znajdź środki cie‘żkości figur K,L, N, O, P, Q i S = {(x, y) : x2+y2 ≤ 1, x+y ≤ 1}


