
Rozwia
‘
zania zadań jakich nie be

‘
dzie na najbliższej kartkówce

indeks: 007 imie‘: KAROL nazwisko: OMYÃLEK

1. Niech P = [2, 4]× [1, 2] i niech f(x, y) = [x]. Podaj sume‘ dolna‘ sω i sume‘ górna‘
Sω funkcji f na zbiorze P dla podziaÃlu ω, gdzie

a) ω oznacza podziaÃl P prostymi postaci x = k
1000 , (gdzie k ∈ ZZ)

sω = 2 · 1 · 1 + 3 · 1 · 1 = 5 Sω = sω + 1 · 1
1000 · 1 + 1 · 1

1000 · 1 = 5 + 2
1000

b) ω oznacza podziaÃl P prostymi postaci y = k
1000 , (gdzie k ∈ ZZ)

sω = 2 · 2 · 1 = 4 Sω = 4 · 2 · 1 = 8

c) ω oznacza podziaÃl P na 2 · 106 jednakowych kwadratów.

sω = jak w a) Sω = jak w a)

2. Niech P oznacza czworoka‘t o wierzchoÃlkach: (0,0), (1,0), (2,1), (1,1) i niech
f(x, y) = 3(x − y). Niech dla ustalonej liczby naturalnej n ωn oznacza podziaÃl P
prostymi postaci y = k

n i y = x − k
n (gdzie k ∈ ZZ). Oblicz sume‘ dolna‘ sωn i sume‘górna‘ Sωn

funkcji f na zbiorze P i oblicz granice lim
n→+∞

sωn
oraz lim

n→+∞
Sωn

.
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3. Podaj wartości caÃlek

a)
∫ ∫

[−3,3]2

|y − x| dω = | dwa ostrosÃlupy | = 2 · 1
3
· (1

2
· 6 · 6) · 6 = 72

b)
∫ ∫

[−3,3]2

y − x dω = 0, bo dwa ostrosÃlupy, jeden nad, drugi pod pÃl. z = 0

c)
∫ ∫

[−3,3]2

y4−x4 dω =
∫ ∫

[−3,3]2

y4 dω−
∫ ∫

[−3,3]2

x4 dω =
∫ ∫

[−3,3]2

x4 dω−
∫ ∫

[−3,3]2

x4 dω = 0

d)
∫∫

[−1,1]2
[y]+ [x]dω = (na palcach) = 0 ·12 +(−1) ·12 +(−1) ·12 +(−2) ·12 = −4

e)
∫∫

[0,1]2
3y dω = (póÃl prostopadÃlościanu) =

1
2
· 1 · 1 · 3 =

3
2

.


