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Parametryzacja‘ linii (Ãluku, krzywej) K ⊂ IRn nazywamy
funkcje‘ F : [a, b] → IRn, o dziedzinie [a, b] ⊂ IR taka‘, że F [[a, b]] = K.

Np. F : [−π, π] → IR2, F (t) = (3 cos |t|, 3 sin |t|) jest parametryzacja‘ póÃlokre‘gu o
środku (0, 0) i promieniu 3. Ta‘ parametryzacje‘ można notować inaczej:
x(t) = 3 cos |t|, y(t) = 3 sin |t|, t ∈ [−π, π] lub x = 3 cos |t|, y = 3 sin |t|, −π ≤ t ≤ π.
Parametryzacje‘ linii K można interpretować jako opis ruchu punktu obiegaja‘cego
caÃle K w czasie od a do b. W momencie t tego ruchu, pre‘dkość (x′(t), y′(t)) jest wek-
torem stycznym do K w punkcie (x(t), y(t)), a szybkość jest dÃlugościa‘ tego wektora
(o ile istnieja‘ pochodne x′(t), y′(t) ). DÃlugość linii K tylko w niektórych parame-
tryzacjach jest równa drodze, jaka‘ przebywa punkt ja‘ opisuja‘cy.

* * *

1. Funkcja F : [−1, 2] → IR × IR, F (t) = (t2 + 1, 3t2 + 4) przeksztaÃlca punkty
przedziaÃlu ...... na punkty pÃlaszczyzny; np.: F (−1) = (2, ...), F (−0.5) = ... .

a) Czy p-kty (3.25, 10.75), (1.09, 4.27), (2.69, 9.07) należa‘ do zbioru wartości F?

b) Zbiorem wartości tej funkcji jest odcinek – jaki?

Uwaga. Mówimy też: x(t) = t2 + 1, y(t) = 3t2 + 4, −1 ≤ t ≤ 2 jest jedna‘ z
możliwych parametryzacji tego odcinka, inna‘ jest: x = t2 +1, y = 3t2 +4, 0 ≤ t ≤ 2.

Powtórz b) dla:
c) G(t) = (|t|+ 1, 3|t|+ 4), |t| ≤ 4 , H(t) = (|t|, 3|t|+ 1), t ∈ [1, 5]

d) x = sin t + 1, y = 2 sin t + 3, −4π ≤ t ≤ 2π

e) x = 2− 3t, y = −4t, 0 ≤ t ≤ 12 f) x = et, y = e4+t + 3, 0 ≤ t ≤ log 5

2. Zaznacz Ãluki opisane parametrycznie: (wyznacz zbiory wartości funkcji):
a) x = cos(2πt) + 1, y = cos(2πt) + 3, t ∈ [−2, 1] .
b) x = 3 cos(2πt) + 1, y = 3 cos(2πt) + 3, t ∈ [−2, 1] .
c) x = 3 cos(2πt) + 1, y = 3 sin(2πt) + 3, t ∈ [−2, 1] .
d) x = 2 cos(2πt) + 1, y = 3 sin(2πt) + 3, t ∈ [−2, 1] .
e) x = 2 cos(2πt) + 1, y = 3 cos2(2πt) + 3, t ∈ [−2, 1] .
f) x = 2 cos(2πt) + 1, y = 3 sin2(2πt) + 3, t ∈ [−2, 1] .
g) x = t, y = −√4− t2, t ∈ [−2, 2] .
h) x = −√4− t2, y = 4− t2, t ∈ [−2, 2] .
i) x = min{t, 1− t}, y = max{t, 1− t}, t ∈ [−1, 1] .
j) x = 2t, y = 3t, z = 4t, t ∈ [1, 2] .
k) x = 2t + 3, y = 3t + 4, z = 4t + 5, t ∈ [−1, 3] .
`) x = 2t2 + 3, y = 3t2 + 4, z = 4t2 + 5, t ∈ [0, 2] .
m) x = 2t2 + 3, y = 3t2 + 4, z = 4t2 + 5, t ∈ [−1, 2] .

3. a) Czy jada‘ce pojazdy A i B:
xA = t + 1, yA = 4t + 3, t ∈ IR+ , xB = t− 5, yB = 2t + 1, t ∈ IR+

kiedyś zderza‘ sie‘? Jeśli tak, to kiedy? Jeśli nie, to jak blisko mina‘ sie‘?b) Podaj takie parametryzacje przy t ∈ [0, 1] odcinków: (0, 0)(1, 5) i (0, 2)(9, 0),
które opisuja‘ ruch punktów które sie‘ ’zderza‘’ w punkcie przecie‘cia tych odcinków.

4. Podaj opis jakiej́s we‘drówki:
a) po Ãlamanej {(x, y) : y = |x| ∧ x ∈ [−2, 2]}
b) po Ãlamanej {(x, y) : y = ||x− 1| − 2| ∧ x ∈ [−5, 5]}
c) po brzegu kwadratu o wierzchoÃlkach: (−1,−1), (1,−1), (1, 1), (−1, 1)
d) po brzegu jakiegoś trójka‘ta e) po ósemce

5. Wzór M(t) = (5 cos(π/2− 2πt), y = 5 sin(π/2− 2πt)) , t ∈ [0, 24] opisuje
poÃlożenie końca minutowej wskazówki (o dÃlugości ...) zegarka jako funkcje‘ czasu.

a) Opisz ruch końca maÃlej wskazówki o dÃlugości 3
b) Opisz dÃlugość odcinka Ãla‘cza‘cego końce wskazówek (jako funkcje‘ czasu).
c*) Jak zmienić powyższe, gdy zegar późni sie‘ (jednostajnie) 5 minut na dobe‘?

6. Zbiór wartości funkcji F : [0, 2π] → IR3, F (t) = (cos t, sin t, t) nazywany jest linia‘śrubowa‘. Opisz gwint śruby o średnicy 12mm i skoku 2mm.

* * *

Zadania dodatkowe

7. W których z opisanych ruchów szybkość jest staÃla, czyli ||v(t)|| = const ?

8. Opisz ruch po okre‘gu, w którym najwie‘ksza szybkość osia‘gana jest ’na dole’.

Na rysunku obok widać ... pana Jo — Chińczyka, który jedzie na rowerze i na
bagażniku wiezie dra‘g PQ dÃlugości 2d = 2.

9*. ZakÃladamy, że Jo jedzie po wykresie f-cji f(x) = ex, ścísle
mówia‘c: środek bagażnika przesuwa sie‘ idealnie nad wykresem.

a) Wyznacz równania linii, które wykreślaja‘ końce dra‘ga.

b) Powtórz a), gdy d = 2 oraz gdy d = 0,3.

c) Czy te linie sa‘ wykresami funkcji (z IR w IR) ?
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Jo10**. Powtórz zad. 9. dla f(x) = sin x oraz dla f(x) = x2.


