
Analiza matematyczna A3. WypeÃlNiańka do Listy 2.

1. Niech f(x, y) = x2 − y + 2.

a) Oblicz: f(2, 3) = ............ , f(3, 2) = ............ , f(x, 0) = ............ ,
f(1, y) = ............ , f(2x + y, 3x) = ............ , f(x,−x) = ............

b) Rozwia‘ż równania: f(x, 4) = 0, f(4, y) = 0, f(x, x) = 0, f(y, y) = 0

c) Zaznacz w ukÃladzie wspóÃlrze‘dnych naste‘puja‘ce zbiory:

P0 = {(x, y) : f(x, y) = 0},
P1 = {(x, y) : f(x, y) = 1},
P2 = {(x, y) : f(x, y) = 2},...

d) Naste‘puja‘ce zbiory leża‘ na pÃlaszczyznach. Narysuj je (pÃlaszczyzny i zbiory).

A = {(x, y, z) : z = f(x, y) ∧ y = 1}, B = {(x, 2, f(x, 2)) : x ∈ IR},
C = {(2, y, z) : z = f(2, y)}, D = {(x, y, z) : z = f(x, y) ∧ y = x + 1},
E = {(x, y, f(x, y)) : x = 1}, F = {(x, x, z) : z = f(x, x)}

2. KONIECZNIE powtórz zadanie 1. dla innych przykÃladów funkcji.

3. Niech f, g : [0, 3]× [0, 2] → IR, f(x, y) = x2 + y2 + 1 i g(x, y) = f([x], [y]).

a) Wykres funkcji g można zobrazować ustawiaja‘c klocki – jak? (Narysuj)

b) Jak wygla‘da wykres funkcji g2(x, y) = f ([2x]/2, [2y]/2) ?

c) Jak wygla‘da wykres funkcji g100(x, y) = f ([100x]/100, [100y]/100) ?

d) Jak wygla‘da wykres funkcji h(x, y) = [f(x, y)] ?

e) Jak wygla‘da wykres funkcji h2(x, y) = [2f(x, y)] /2?

4. (Takiego zadania nie be
‘
dzie na kartkówce nr 1, ale be

‘
da

‘
podobne.)

Dla s = 1, s = 2, s = 4 i f-cji f(x, y) naszkicuj zbiory

a) As = {(x, y) : f(x, y) = s} gdy f(x, y) =
x2

y
+ y − 2

Rowia
‘
zanie?

Mamy
x2

y
+ y − 2 = s

x2 + y2 − 2y = sy
x2 + y2 − 2(1 + 1

2s)y + (1 + 1
2s)2 = (1 + 1

2s)2

x2 + (y − (1 + 1
2s))2 = (1 + 1

2s)2

Zatem wydawać by sie‘ mogÃlo, że zbiory As to okre‘gi o środkach w punktach (0, 1+ 1
2s)

i promianiach 1+ 1
2s. Takie okre‘gi sa‘ (parami) wewne‘trznie styczne, wie‘c maja‘ punkt

wspólny! A przecież różne poziomice powinny być rozÃla‘czne. Coś jest nie tak. Co?

b) Bs = {(x, y) : f(x, y) = s} gdy f(x, y) =
[
x2 + (y − 1)2

]

Szkic rowia
‘
zania

Wprost z definicji symbolu [.], czyli cze‘ści caÃlkowitej mamy:[
x2 + (y − 1)2

]
= 1 ⇐⇒ 1 ≤ x2 + (y − 1)2 < 2[

x2 + (y − 1)2
]

= 2 ⇐⇒ 2 ≤ x2 + (y − 1)2 < 3[
x2 + (y − 1)2

]
= 4 ⇐⇒ 4 ≤ x2 + (y − 1)2 < 5

Zatem zbiory B1, B2, B4 sa‘ pierścieniami (bez zewne‘trznych brzegów)...

c) Cs = {(x, z) : f(x, s) = z} gdy f(x, y) = x · sin (
y · π

4

)

Szkic rowia
‘
zania

Dla s = 1 mamy: z = f(x, 1) ⇐⇒ z = x · sin (
1 · π

4

) ⇐⇒ z = x ·
√

2
2 , czyli ....

Dla s = 2 mamy: z = f(x, 2) ⇐⇒ z = x · sin (
2 · π

4

) ⇐⇒ z = x · 1, czyli ....
Dla s = 4 mamy: z = f(x, 4) ⇐⇒ z = x · sin (

4 · π
4

) ⇐⇒ z = ...... , czyli ....

* * *

5. Niech f(x, y) =
x + y

x− y
i niech an = (xn, yn), gdzie xn = 1

2n+3 + 1
n i yn = 1

2n+3 .

Wtedy granica‘ cia‘gu an jest para (..., ...), a granica‘ cia‘gu f(an) jest liczba ...... .

Podaj przykÃlady cia‘gów bn = (xn, yn) zbieżnych do (0, 0) takich, że:

a) lim
n→∞

f(bn) = 6 b) lim
n→∞

f(bn) = 4 c) lim
n→∞

f(bn) = π +
√

2

e) lim
n→∞

f(bn) = −8 f) lim
n→∞

f(bn) = +∞ g) f(bn) nie jest zbieżny

Powtórz dla funkcji f(x, y) = y/x . Powtórz dla funkcji f(x, y) = y3/x2 .


