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0. Zanim zaczniemy

0.1. Jak korzystac z tego skryptu

Ten skrypt obejmuje ten sam material co wyklad, ale jest napisany z mysla o osobach, ktére
ostatni raz mialy do czynienia z matematyka na maturze podstawowej. Dlatego:

e kazde nowe pojecie poprzedza krotka intuicja — zdanie lub dwa o tym, po co jest to pojecie
i jak je sobie wyobrazi¢;

o przyklady sa rozpisane krok po kroku, bez pomijania ,oczywistych” przeksztalcen;

o w ramkach Przypomnienie z liceum sg wzory, ktére warto od$wiezy¢ przed czytaniem
dalej;

o wramkach W laboratorium pokazujemy, gdzie dane pojecie pojawia si¢ w biologii, chemii
i biotechnologii;

o« ramki Typowy blad ostrzegaja przed pomyltkami, ktére co roku pojawiaja sie na
kolokwiach;

o ramki Dla chetnych zawieraja Sciste definicje i uzasadnienia. Mozna je pominaé¢ przy
pierwszym czytaniu — reszta tekstu od nich nie zalezy.

Zadania oznaczone gwiazdka * sg trudniejsze. Zadania z zastosowaniami maja podane
odpowiedzi, zeby mozna bylo sprawdzi¢ wynik samodzielnie.

Intuicja: jak uczy¢ sie matematyki

Matematyki nie da si¢ nauczy¢ przez samo czytanie — tak jak nie da si¢ nauczy¢ pipetowania,
ogladajac film. Po kazdym przykladzie zakryj rozwiazanie i sprébuj zrobi¢ go sam. Dopiero
potem przejdz do zadan.

Literatura uzupelniajaca. G.M. Fichtenholz, Rachunek rézniczkowy i catkowy, PWN 1995;
W. Kurysicki, L. Wlodarski, Analiza matematyczna w zadaniach, PWN 1996 (bardzo duzo
rozwiazanych zadan — polecamy najbardziej); F. Leja, Rachunek rézniczkowy i catkowy, PWN
1978; A. Mostowski, M. Stark, Elementy algebry wyzszej, PWN 1965.

0.2. Przypomnienie z liceum

Ten podrozdzial zbiera rachunki, z ktérych bedziemy korzystaé¢ na kazdym kroku. Jesli ktérys
wzor wydaje sie obcy, warto rozwiazac¢ kilka zadan z konica podrozdziatu, zanim péjdziesz dalej.

Dla a,b > 0 i dowolnych wykltadnikéw p, q:

a? 1
aPa® = aPt, — =aP 9 (@) = @™ (ab)P = aPb?, a® =1, a?=—.
a4 aP
Pierwiastek to potega o wykladniku utamkowym:
Va=a'? Ya=a/", Yam = q™",
1, ..1/2
Ty\/T T T 1
Na przyklad \é_ = 5 = gl+373 = 4732 = = Takie zamiany (pierwiastek <>
X X €T

potega) beda potrzebne przy liczeniu pochodnych i calek.



Przypomnienie z liceum: wzory skr6conego mnozenia

(a+b)? = a® + 2ab + V?, (a —b)? = a® - 2ab + V7, a’> —b* = (a—b)(a+b),
a® = =(a—b)(a®+ab+b%),  a®+b = (a+b)(a®—ab+b?).

Przypomnienie z liceum: réwnanie kwadratowe

Réwnanie ax? + bz 4+ ¢ = 0, a # 0. Liczymy wyréznik A = b2 — 4ac.

—bF VA
2a

o A > 0: dwa rozwigzania z 2 = i rozktad az? + bz + ¢ = a(z — z1)(z — z2);

b
e A = 0: jedno rozwiazanie z¢g = ~% i az® + bz + c = a(z — 20)?;
a

e A < 0: brak rozwiazan rzeczywistych; tréjmianu nie da sie roztozy¢ na czynniki liniowe.

Wykres y = ax? + bx + ¢ to parabola z ramionami w gére dla a > 0 i w dét dla a < 0; jej

wierzcholek ma pierwsza wspotrzedna —%.

Przyktad 0.2.1. Rozwigzmy nieréwnosé 222 — z — 3 < 0.
Krok 1. A= (-1)2-4-2-(=3)=1+24=25 VA =5

Kr0k2. $1=%:—1,x2=1%5=%.
Krok 3. Parabola ma ramiona w gére (a = 2 > 0), wiec jest pod osia x (lub na niej) miedzy

pierwiastkami.

Odpowiedz: x € [—1, %]

Przypomnienie z liceum: wartos¢ bezwzgledna

2] = {x, x>0,

-z, x<0.

|z| to odleglosé liczby x od zera na osi liczbowej; |x — a| to odlegloéé x od a. Stad na przyktad
|t —2|<3 < -3<zr-2<3 <= —1<z<5. Ponadto Vz? = |z| (a nie z!).

Przypomnienie z liceum: utamki algebraiczne

Utamki dodajemy, sprowadzajac do wspolnego mianownika:

11 (z+1)—(z—-1) 2
TR N 2R
Skracaé¢ wolno tylko czynniki (rzeczy pomnozone), nigdy skladniki: ””T“ £ 2, ale @ =1z+2
dla z # 0.

Typowy btad

1 1 1
(a4+b)?#a®>+b, Va+b#a+ Vb, o = p; 4 i Kazda z tych ,réwnosci” tatwo
obali¢, wstawiajac a = b = 1.




Oznaczenie sumy. Dlugie sumy zapisujemy skrétowo litera 3 (duza grecka sigma):

n 4
Zai::a1+a2+---+an, np. Zi2:1—|—4+9+16:30.

i=1 i=1

Symbol := czytamy ,,jest z definicji réwne”.

Alfabet grecki. W matematyce i naukach przyrodniczych czesto uzywamy liter greckich: «
(alfa), B (beta), v (gamma), 6, A (delta), € (epsilon), A (lambda), p (mi), © (pi), p (ro), 0,2
(sigma), ¢ (fi), ¢ (psi), w (omega).

: Co : & 5 1
Zadanie 0.2.2. (1) Zapis ostaci jednej pot e , .
adanie (1) Zapisz w p i jednej potegi x 2 x* /T v

(2) Rozléz na czynniki: 22 -9, 22 —-6x+9, 222+z—-1, 2°-8.

(3) Rozwigz: 22 =5z +6=0, 22+2+1>0, 3—-22—22>0, [22z—1|<5.
5 3

(4) Oblicz Y (2k—1)i Y 2~

k=1 k=0



1. Pojecia wstepne

1.1. Kwantyfikatory

Kwantyfikatory to po prostu skréty myslowe — dwa symbole, ktore oszczedzaja pisania stow

»dla kazdego” i ,,istnieje”.

Zwrot ,dla kazdego x” nazywamy kwantyfikatorem duzym i oznaczamy V, (od ang. for All).
Zwrot ,istnieje takie x, ze” nazywamy kwantyfikatorem malym i oznaczamy 3, (od ang. there
Ezists).

Przyktad 1.1.1. Zdanie V,cg 22 > 0 czytamy: ,,dla kazdej liczby rzeczywistej z zachodzi 22 > 07
— jest prawdziwe. Zdanie 3,cr 22 = 2 czytamy: ,istnieje liczba rzeczywista, ktorej kwadrat wynosi
27 — tez jest prawdziwe (z = \/5)

1.2. Zbiory. Dziatania na zbiorach

Zbiory oznaczamy zwykle duzymi literami (A, B, C'), a ich elementy — malymi. Zapis a € A znaczy
»a jest elementem zbioru A”, a a ¢ A — ,a nie jest elementem A”. Zbiér bez elementéw to zbidr
pusty 0.

Méwimy, ze A jest podzbiorem B i piszemy A C B, jesli kazdy element A jest tez elementem
B. Dwa zbiory sg réwne, gdy A C Bi B C A.

Definicja 1.2.1. Dla zbioréw A, B okre$lamy
o sume AUB :={z:2 € Alub x € B} — elementy, ktére sa w ktérymkolwiek z nich;
o iloczyn (czed¢ wspélna) ANB :={z:x € Aixz € B} - elementy, ktére sa w obu;

o réznice A\ B:={z:x € Aix ¢ B} — elementy A, ktérych nie ma w B.

W laboratorium

Jesli A to zbiér genéw o podwyzszonej ekspresji w tkance nowotworowej, a B — w tkance
po leczeniu, to AN B to geny ,nadaktywne” w obu sytuacjach, a A\ B to geny, ktérych
aktywno$c¢ leczenie wyciszyto. Diagramy Venna, ktore widzisz w artykutach z genomiki, to
wlasdnie rysunki sum, iloczynéw i réznic zbioréw.

Bedziemy uzywaé oznaczen:
e N=1{1,2,3,...} — liczby naturalne;
o Z={...,—2,-1,0,1,2,...} — liczby calkowite;
e Q= {% :p,qEL, qF O} — liczby wymierne (ulamki);
o R — liczby rzeczywiste (wszystkie punkty osi liczbowej, takze v/2, 7 itp.).

Zachodza inkluzje N € Z € Q C R. Dla A C R piszemy tez A, = {x € A : z > 0} oraz
Ay ={r e A:x#0}, np. Z, ={0,1,2,... }.



Definicja 1.2.2 (Przedzialy). Dla a < b:

a,b:={x €eR:a<z<b} (domkniety — konice naleza),
(a,b) :=={z €eR:a<x<b} (otwarty — korice nie naleza),
(a,b) :={z:a<x<b}, [a,b):={x:a<z<Db} (jednostronnie otwarte),
(a,00) :=={z 2 >a}, (—o0,b):={z:2<b}, (—o0,00)=R.

Przy 4+oo zawsze stawiamy nawias okragly — nieskonczonosé nie jest liczba, wiec nie moze
,haleze¢” do przedzialu.

Przykltad 1.2.3. Niech A = (0,2], B = [—1,2). Najwygodniej narysowa¢ oba przedzialy na
jednej osi:
A
O ———

: : % % x

-1 0 1 2

® O

B

Pelne koétko oznacza, ze koniec nalezy do przedziatu, puste — ze nie nalezy. Odczytujemy: AUB =
[-1,2], AnB=(0,2), A\ B={2}, B\ A=[-1,0].

Zadanie 1.2.4. Wyznacz AUB, ANB, A\ Bi B\ A, jesli

(1) A=R, B=R, (4) A=(-1,1), B={-1,1},
(2) A=Q, B =1, (5) A={0}, B=(0,00),
3) A=7, B=0,1], (6) A=[1,4), B=(2,6].



2. Elementy algebry liniowej

Algebra liniowa to matematyka tabel liczb. Gdy w laboratorium mierzysz kilka wielkosci dla
kilku prébek, dostajesz tabele — czyli macierz. Gdy kilka niewiadomych wiaze kilka prostych
réwnan (np. bilans atoméw w reakeji albo stezenia przy mieszaniu roztworéw), dostajesz uklad
rownan liniowych. Ten rozdzial uczy, jak takie tabele dodawaé¢, mnozy¢ i jak rozwiagzywacé takie
uktady.

2.1. Macierze. Dziatania na macierzach

Definicja 2.1.1. Macierza wymiaru m x n nazywamy prostokatna tablice liczb rzeczywistych
ulozonych w m wierszy i n kolumn:

ai1 ar2 ... Q1n

a2.1 a2 ce. G2n
A=lajr] =

am,1 Om2 ... amn

Liczba ajj stoi w wierszu j i kolumnie k (najpierw wiersz, potem kolumna — jak w arkuszu

kalkulacyjnym). Zbiér macierzy m X n oznaczamy R™*".

Nazwy szczegdlnych macierzy:
e m =1 — macierz wierszowa, n = 1 — macierz kolumnowa;
e« m = n — macierz kwadratowa stopnia n;

e macierz zlozona z samych zer — macierz zerowa 0;

o macierz kwadratowa z jedynkami na przekatnej i zerami poza nia — macierz jednostkowa
100
10
I, = [0 1] ) I3=(0 1 0
0 01

Dwie macierze sa réwne, jeéli majg ten sam wymiar i te same liczby na tych samych miejscach.

Definicja 2.1.2. Dla liczby ¢ i macierzy A = [a; ;] okre$lamy iloczyn liczby przez macierz
tA := [taj] — mnozymy kazdy wyraz przez t. Dla macierzy A, B tego samego wymiaru okredlamy
sume A + B := [a; 1, + bj ;] (dodajemy wyrazy stojace na tych samych miejscach) oraz réznice
A-B:=A+(-1)B.

Przyktad 2.1.3.

_21—2—1_—242

3 -6 2| |-6 12 —4|’
1 -2 1 -3 3 —6 2 —6 1 0
310 0|—-2|-4 2|=1/0 0|—-|-8 4|=|8 —4
2 -1 0 1 6 —3 0 2 6 —5

Mnozenie macierzy jest mniej oczywiste. Zanim podamy definicje, zobaczmy, skad sie bierze.



W laboratorium: przygotowanie pozywek

Na 1 litr pozywki A potrzeba 10g tryptonu, 5g ekstraktu drozdzowego i 10g NaCl, a na 1
litr pozywki B — odpowiednio 20g, 10g i 5g. W poniedzialek przygotowujemy 2 L. pozywki
A i 1L pozywki B, we wtorek 1L A i 3L B. Ile czego zuzyjemy kazdego dnia?

2 1 10 5 10

1 3 20 10 5

~—— | —
plan: dnix pozywki sktad: pozywkixskladniki

[2-10+1-20 2-5+1-10 2-10+1-5]

40 20 25
1-10+3-20 1-5+3-10 1-10+3-5 '

70 35 25

W poniedziatek zuzyjemy wiec 40 g tryptonu, 20 g ekstraktu i 25 g NaCl, we wtorek —70g, 35 g
i 25g. Kazdy wyraz wyniku to ,wiersz pierwszej macierzy razy kolumna drugiej”: mnozymy
wyrazy parami i dodajemy.

Definicja 2.1.4. Jedli A € R™*¢i B € R®™ (liczba kolumn A = liczba wierszy B), to iloczynem
AB nazywamy macierz C' = [c¢; 1] € R™*", gdzie

V4
Cik = ajabig + ajobog + -+ ajebik = > a5 ibik-
=1

Stownie: wyraz w wierszu j i kolumnie k iloczynu to suma iloczynéw wyrazéw j-tego wiersza A
i k-tej kolumny B.

Intuicja: sprawdzanie wymiaréw

(m x £)- (€ xn) =(m x n). Wewnetrzne liczby musza by¢ réwne i ,znikaja”; zewnetrzne daja
——

——
A B AB C o
wymiar wyniku. Jesli wewnetrzne si¢ réznia, iloczyn nie istnieje.

Przyktad 2.1.5. Wygodny jest zapis ,,na krzyz”: druga macierz piszemy nad wynikiem, pierwsza
—z lewej. Kazdy wyraz wyniku stoi na przecieciu wiersza, z ktérego go liczymy, i kolumny, z ktérej
go liczymy.

1 3 4]

2 0 1

1 2 [5 3 6]

0 0 0 0O

2 1] [4 6 9]
Np.01’1:1-1+2-2:5,03,3:2~4+1~1:9.

Typowy bfad: kolejno$¢ ma znaczenie

Dla liczb ab = ba, ale dla macierzy na ogét AB # BA — a czesto jeden z tych iloczynéw
w og0le nie istnieje. Na przyktad

e e ) P A S

Uwaga 2.1.6. Macierz jednostkowa dziala przy mnozeniu jak liczba 1: dla A € R™*™ mamy
Al, = I,,A = A. Macierz zerowa dziala przy dodawaniu jak liczba 0: A+ 0 = A.




Definicja 2.1.7. Macierza transponowang do A € R™*" nazywamy macierz AT € R"*™
ktorej wierszami sa kolumny A (w tej samej kolejnosci):

T
é _02 _[1 0 2]
0 1 2 0 -1
Zadanie 2.1.8.
1 -2 1 6 1 =3
(1) Oblicz =2 |0 0 2|+4(0 —4 2 oraz —B :i 411}_2[(6) _14 _23]
2 -1 4 2 0 1
(2) Oblicz (o ile istnieja)
1 -2 1116 1 =3 ; 2 1 9
0 0 0 —4 , 1 2 3 4], [1 2 3 4] , 1 2 3].
3 7 3 4
2 -1 4] 12 O 1 4 3

(3) Znajdz dwie macierze A, B € R?*? takie, ze AB # BA (inne niz w ramce powyzej).

(4) *Znajdz niezerowe macierze A, B € R?*? takie, ze AB = 0. Czy istnieje niezerowa A €
R2*2 dla ktérej A% = 0?

(5) Niech A=[1 2 3 4 5]. Oblicz AAT i ATA.
(6) Wyznacz wszystkie macierze A € R?*2, dla ktérych A = AT,

Zadanie 2.1.9 (pozywki). Do sktadu pozywek z ramki dodajemy czwarty skladnik: agar, 0g/L
wAil5g/L w B. W érode przygotowujemy 3L A i 2L B. Zapisz plan na trzy dni jako macierz
3 x 2, sktad jako macierz 2 x 4 i oblicz zuzycie wszystkich sktadnikéw przez iloczyn macierzy.

40 20 25 15
Odpowiedz: |70 35 25 45| (wiersze: dni, kolumny: trypton, ekstrakt, NaCl, agar, w gramach).
70 35 40 30

2.2. Wyznaczniki. Macierze odwrotne

Wyznacznik to jedna liczba przypisana macierzy kwadratowej. Najwazniejsze, co méwi: czy
jest réwny zero, czy nie. Jesli det A # 0, to uklad réwnan z macierza A ma doktadnie jedno
rozwigzanie i macierz A da sie ,odwrocié¢”. Jesli det A = 0, réwnania sg w pewnym sensie

yzalezne” (jedno wynika z pozostalych albo im przeczy).

Wyznacznik macierzy A oznaczamy det A lub |A| (pionowe kreski zamiast nawiaséw
kwadratowych — to nie jest warto$¢ bezwzglednal).

Macierz 1 x 1. det[a] = a.

Macierz 2 x 2. Iloczyn na przekatnej ,,gtéwnej” minus iloczyn na ,,drugiej”:

a b

=1.-2-3-(=1)=2+3=5.
.4 3.(-1)=2+3=5

3 2

‘:ad—bc. Np. ‘1 _1‘

10



Macierz 3 x 3 — regula Sarrusa. Dopisujemy pod macierza jej dwa pierwsze wiersze. Trzy
iloczyny wzdtuz przekatnych ,w dét w prawo” bierzemy ze znakiem +, trzy iloczyny wzdluz
przekatnych ,w doét w lewo” — ze znakiem —:

ciagle: +

przerywane: —
a b c
d e f|=uaei+dhc+ gbf —ceg— fha —ibd.
g h i

Przyktad 2.2.1.

Typowy bfad

Reguta Sarrusa dziata tylko dla macierzy 3 x 3. Dla macierzy 4 x 4 i wigkszych trzeba uzy¢
rozwiniecia Laplace’a (ramka ponizej).

Uwaga 2.2.2. Wyznacznik jest réwny zero, je$li macierz ma wiersz (lub kolumne) zlozony
z samych zer albo dwa jednakowe wiersze (lub dwie jednakowe kolumny).

Definicja 2.2.3. Niech A € R"*", n > 2. Podmacierza A;; nazywamy macierz powstaly z A
przez skreslenie wiersza j i kolumny k. Dopelnieniem algebraicznym wyrazu a;j; nazywamy
liczbe dj j := (—1)7TF det A, 4.

Czynnik (—1)7** to po prostu znak z ,szachownicy” zaczynajacej sie od plusa w lewym gérnym
+ - +

rogu: |— + —|.
+ - +

Dla chetnych: rozwiniecie Laplace’a

Dla dowolnego n wyznacznik mozna obliczy¢, ,rozwijajac” go wzgledem dowolnego wiersza j:
det A = aj1dj1 + aj2djo + -+ ajndjp.

Wynik nie zalezy od wyboru wiersza (mozna tez rozwija¢ wzgledem kolumny). Sprowadza to
wyznacznik stopnia n do n wyznacznikéw stopnia n — 1. Optlaca si¢ wybiera¢ wiersz z duza liczba
zer. Formalnie tak wlasnie definiuje sie wyznacznik — indukcyjnie, zaczynajac od det[a] = a; wzory dla
2 x 2 i Sarrusa sa szczeg6lnymi przypadkami.

Zadanie 2.2.4. Oblicz

sinx cosx
b

5 0

cosx —sinx

;o

— W
S NN
— O
w o O
S N O
o O =

11



Rzad macierzy. Rzad przyda si¢ do rozstrzygania, ile rozwigzan ma uklad réwnan.

Definicja 2.2.5. Minorem stopnia k macierzy A € R™*™ nazywamy wyznacznik macierzy kxk
otrzymanej z A przez skre$lenie m — k wierszy i n — k kolumn. Rzedem niezerowej macierzy A
nazywamy najwiekszy stopien niezerowego minora; oznaczamy go R(A). Przyjmujemy R(0) = 0.

Rzad moéwi, ile wierszy macierzy jest ,naprawde réznych” — ile z nich nie da si¢ otrzymac

z pozostalych przez dodawanie i mnozenie przez liczby. W praktyce: zaczynamy od
najwiekszych mozliwych minoréw i schodzimy w dét, az trafimy na niezerowy.

1 —9 _1 0 21
Przyktad 2.2.6. Obliczmy rzedy macierzy A = iB=|-2 2 0
3 -6 2
-2 4 1
. . . . , . 1 -2
Macierz A. Ma 2 wiersze, wiec R(A) < 2. Minor ze skreslona trzecia kolumna: ‘ 3 6‘ = —6+46 =

_21‘ =243 =>5+#0. Zatem R(A) = 2.

1
0 — pech, szukamy dalej. Skreslamy $rodkowa kolumne: ‘ 3
Macierz B. Jedyny minor stopnia 3 to det B =0—8+0+4—0+4 = 0, wiec R(B) < 2. Skreslajac

2
trzeci wiersz i trzecig kolumne, dostajemy ‘ ‘ =4 #0. Zatem R(B) = 2.

-2 2
Zadanie 2.2.7. Wyznacz rzedy macierzy
0 10 -1 0 1 0 2 0 21 0 2 13
5" o4 |2 o [3o0a |22 |22 L0
3 40 5 3 4 0

Macierz odwrotna.

Definicja 2.2.8. Macierz kwadratowa A € R"*™ nazywamy odwracalng, jesli istnieje macierz
B taka, ze AB = BA = I,,. Macierz B nazywamy wtedy macierza odwrotng do A i oznaczamy
AL

Macierz odwrotna jest odpowiednikiem odwrotnosci liczby: 5 - % =1,a A- A1 =1 Takjak

0 nie ma odwrotnosci, tak nie kazda macierz jest odwracalna.

Twierdzenie 2.2.9. Macierz A jest odwracalna wtedy i tylko wtedy, gdy det A # 0. Wéwcezas

1 D\T
_detA( )

)

gdzie AP = [djx] jest macierza dopelnienn algebraicznych (w miejscu kazdego wyrazu
wpisujemy jego dopelnienie algebraiczne).

b
Przyklad 2.2.10 (macierz 2 x 2). Dla A = [CCL d] wzor daje bardzo prosta recepte:

1 d -b
A7l =
ad — bc [—c a ]
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— zamieniamy miejscami wyrazy na przekatnej, zmieniamy znaki pozostatych i dzielimy przez

wyznacznik. Np. dla A = [; ﬂ det A=4—6= -2, wiec A7l =

|-

Sprawdzenie: E Z] {_%2

1

{—2+3

1-1
—-6+6 3-2

Przykltad 2.2.11 (macierz 3 x 3). Wyznaczmy odwrotnos¢ B =

0 21
-2 2 0f.
3 40

S -1
2|-3 1 3 -1

Krok 1: wyznacznik. det B=04+40—-8—-6—0—0= —14 # 0, wiec B jest odwracalna.

Krok 2: dopetnienia algebraiczne.
wyznacznik 2 X 2 i dobieramy znak z szachownicy:

Dla kazdego wyrazu skreslamy jego wiersz i kolumne, liczymy

" 2 0 B -2 0 " -2 2
4 0 3 0 3 4 0 0 1
2 1 0 1 0 2 -
BP = |- +‘ ‘ —‘ ‘ 4 -3 6
4 0 3 0 3 4 9 _9 4
n 2 1 10 1 " 0 2
120 -2 0 -2 2]
Krok 3: transpozycja i dzielenie.
2 1
) 1 0 4 =2 0 —37 T
—14 6 4 1 _% _%

Typowy bfad

Najczestsze bledy: zapominanie o znakach z szachownicy i zapominanie o transpozycji w kroku
3. Zawsze warto sprawdzi¢ wynik, mnozac BB~! — powinno wyjsé¢ I3.

Zadanie 2.2.12.

. 1 2 3
(1) Czy macierze CO,SI SHLE , 14 5 6], L2 sa odwracalne? Jesli tak, wyznacz ich
—sinx cosx 4 5 6
789
odwrotnoéci.
o ot U2 o1
(2) Wyznacz [O 4} il0 3 4
1 -1 0

2.3. Ukfady réwnan liniowych
Definicja 2.3.1. Ukladem m réwnan liniowych z n niewiadomymi z1, ..., z, nazywamy

1,171 + a12T2 + - + a1, 0Ty = b1

a2171 + a22%2 + -+ + a2, Ty = by

(1)
Am1T1 + Am2X2 + -+ + AmnTn = b

13



Macierz wspotczynnikéw A = [a;;] € R™*" nazywamy macierza gléwna, a macierz U €
R™*(+1) powstalyg z A przez dopisanie kolumny wyrazéw wolnych by,...,b, - macierza
uzupelniong uktadu.

Uktad nazywamy sprzecznym, jesli nie ma rozwiazan; oznaczonym, jesli ma dokltadnie jedno
rozwigzanie; nieoznaczonym, jesli ma nieskoniczenie wiele rozwiazan. Innych mozliwosci nie ma.

Dla dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi kazde réwnanie to prosta na plaszczyznie. Dwie
proste moga sie przecina¢ w jednym punkcie (uktad oznaczony), byé¢ réownolegle i roztaczne
(sprzeczny) albo sie pokrywaé (nieoznaczony).

1 1
0ZNnaczony sprzeczny nieoznaczony

Twierdzenie 2.3.2 (Kroneckera—Capellego). Uklad (1) jest
(a) sprzeczny <= R(A) < R(U);
(b) oznaczony <= R(A) = R(U) = n (liczba niewiadomych);
(¢) nieoznaczony <= R(A) = R(U) < n.
W przypadku (c) liczba n — R(A) méwi, ile niewiadomych mozemy wybraé dowolnie — beda

one parametrami. Praktyczna recepta: jesli k = R(A) = R(U) i niezerowy minor stopnia k
znalezliSmy w pewnych k wierszach i k& kolumnach, to

e pomijamy réwnania, ktérych nie uzyliSmy w tym minorze;

e niewiadome, ktorych kolumn nie uzyliSmy, przenosimy na prawa strone i traktujemy jak
parametry;

otrzymujemy uklad k réwnan z k niewiadomymi, ktéry ma dokladnie jedno rozwiazanie (zalezne
od parametréw).

Twierdzenie 2.3.3 (wzory Cramera). Jesli uklad ma tyle samo réwnan co niewiadomych (m =
n) i det A # 0, to jedynym rozwiazaniem jest
B det Aj
~ detA’

Lj

gdzie A; powstaje z A przez zastapienie j-tej kolumny kolumna wyrazéw wolnych.

W laboratorium: mieszanie roztworow

Mamy roztwory NaCl o stezeniach 0,1 M i 0,5 M. Ile mililitrow kazdego trzeba zmieszaé, aby
otrzyma¢ 500 ml roztworu 0,15 M?

Niech z, y — objetosci (w ml) roztworu stabszego i mocniejszego. Objetosci sie sumuja, a liczba
moli NaCl tez:

1

1
det A = 01 05

x + y = 500
{ Y '=0,4,

0,1z + 0,5y = 0,15 - 500 = 75
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‘ 1 500‘
75 0,5 25075 0,1 75| 75—50
0,4 0,4 315,y 0,4 04 029

Trzeba zmieszaé 437,5 ml roztworu 0,1 M z 62,5 ml roztworu 0,5 M.

‘500 1

xr =

Przyktad 2.3.4. Rozwiazmy uktad

z+y+2=0 1 1 1
2c —y—z= -3 A=12 -1 -1
z—y+2=0 L -1 1

Mamy det A = —6 # 0, wiec R(A) = R(U) = 3 i uklad jest oznaczony. Ze wzoréw Cramera:

0o 1 1 1 0 1 1 1 0
det A, =|-3 -1 —1/=6, detd;=|2 -3 —1|=0, detd,=1]2 -1 -3|= -6,
0o -1 1 1 0 1 1 -1 0
wiec x = % =—1,y=02= :—g = 1. Sprawdzenie w pierwszym réwnaniu: —1+0+1=0. v

Przyklad 2.3.5 (uklad z parametrem). Dla jakich a € R uklad

rT+y—z2=3
ar —y —2z =23
day +22=0

jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny? Rozwigzmy go dlaa =21ia = 1.

1 1 -1
Krok 1: wyznacznik gtéwny. det A = |[a —1 —2| = —2 —4a? 4+ 8a — 2a = —4a® + 6a — 2 =
0 4a 2

—2(2a —1)(a—1). Zeruje siedlaa = 3 i a = 1.
Krok 2: a ¢ {1,1}. Wtedy R(A) = R(U) = 3, uklad jest oznaczony.

1
Krok 3: ¢« = 1. Minor 1

‘ = —2 # 0, wiec R(A) = 2. Wszystkie minory stopnia 3 macierzy U

-1
1 1 3
zawierajace kolumne wyrazow wolnych sa zerowe (np. |1 —1 3| = 0 — warto sprawdzi¢ pozostalte
0 4 0
dwa), wiec R(U) = 2 < 3: uklad nieoznaczony.
Krok 4: a = 1. Znéw R(A) = 2, ale minor macierzy U ze skreSlona pierwsza kolumna
1 -1 3
-1 =2 3| =-6#0, wiec R(U) =3 > R(A): uklad sprzeczny.
2 2 0

Krok 5: a =2. Ukladz+y—2=3,20—y—22=3,8y+2z=0madet A= —6 oraz det A, = 12,
det Ay = —6, det A, =24, wiecx = -2,y =1, 2 = —4.

Krok 6: ¢ = 1. Minor niezerowy znalezliSmy w dwoéch pierwszych wierszach i kolumnach z,y.
Pomijamy trzecie réwnanie, a z traktujemy jako parametr:

r+y=3+=2
r—y=3+2z
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Dodajac réwnania stronami: 2x = 6 4 3z, czyli x = 3 + %z; odejmujac: 2y = —z, czyli y = —%z.
Rozwigzaniem jest kazda tréjka (3 + %z, —%z, z), z € R — nieskoniczenie wiele rozwigzan, po
jednym dla kazdej wartosci parametru.

W laboratorium: bilansowanie réwnan reakcji

Spalanie glukozy: a C¢H120g + bOs — ¢ CO5 + d H2O. Liczba atoméw kazdego pierwiastka
musi by¢ po obu stronach taka sama:

C: 6a =c, H: 12a = 2d, O: 6a+2b=2c+d.

To 3 réwnania z 4 niewiadomymi — uklad jest nieoznaczony (rzad macierzy gléwnej wynosi
3, a niewiadomych jest 4), z jednym parametrem. Biorac a za parametr, dostajemy ¢ =
6a, d = 6a, b = 6a. Wybierajac najmniejsze liczby naturalne (a = 1): C¢H1206 + 6 02 —
6 COg + 6 HoO. Nieoznaczono$¢ ma tu sens chemiczny: réwnanie reakcji mozna pomnozy¢
przez dowolng liczbe.

Zapis macierzowy. Jesli X = [:vl a:n]T i B = [bl bm]T sa macierzami
kolumnowymi niewiadomych i wyrazéw wolnych, to uktad (1) mozna zapisaé¢ krétko jako

AX = B.

(Wystarczy wymnozy¢ AX zgodnie z definicja, by zobaczyé lewe strony réwnan.) Jesli A jest
kwadratowa i det A # 0, to mnozac obie strony z lewej przez A~!, dostajemy

X =A"'B.

Przyklad 2.3.6. Dla uktadu z Przyktadu 2.3.4:

. 1 1 17'To 2 0]r0 1
yl=12 -1 -1 =3l =1|3 0 =3 [=3/=]|0],
z 1 -1 1 0 1 _1 1 0 1
6 32
co zgadza si¢ z poprzednim wynikiem.
Zadanie 2.3.7.
(1) Rozwiaz uklady réwnan:
( (
rT+y+z=2 r+y+z=0
(a) { —z+2y+32=2 (d) {—22+3y—32=0
kQL‘—y—z:O \—x+4y—2,z:0
rm+3y—4z=4 ¢
de—y="T7
(b) 83z +2y—2=1
() ¢3x+y=14
r—4y+T72=5
p \2x+3y:O
dr +5y —6z2=3
(c) Sy—2z=-1 (f T4 2y+5z=4
\2:c+3y—32:2 3t—y+z=5
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r+2y—z=9
2) Dla jakich a € R uktad { 2z +ay—2z=9 jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny?
J Y

3r —4y + 2z = -5
Rozwiaz go dla a = 0.

1 2 1| [z 1 1 0 0 T 0
(3) Rozwiaz réwnania macierzowe [0 3 4| |y| = |—2| oraz [0 1 —1| |y| = [0].
1 -1 0] |z 0 1 -1 1 z 0

Zadanie 2.3.8 (bilans reakcji). Zbilansuj réwnanie fotosyntezy a COq + b HoO — ¢ CgH1206 +
d Oq, zapisujac i rozwigzujac odpowiedni uktad réwnan.

Odpowiedz: 6 COy + 6 HoO — CgH1204 + 6 Os.

Zadanie 2.3.9 (mieszanie). Ile ml 70% etanolu i ile ml wody trzeba zmieszaé, aby otrzymaé
350 ml 40% etanolu? (Przyjmij, ze objetosci sie sumuja.)

OdpowiedZ: 200 ml 70% etanolu i 150 ml wody.
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3. Funkcje rzeczywiste zmiennej rzeczywistej

Funkcja to reguta, ktora kazdej wartosci ,,wejéciowej” przypisuje jedng wartosé¢ ,wyjsciowa”:
stezeniu substratu — szybko$é reakcji, czasowi hodowli — liczbe bakterii, stezeniu jonéw HT —
pH. W tym rozdziale poznamy podstawowe typy funkcji, z ktérych buduje sie niemal wszystkie

modele w naukach przyrodniczych.

3.1. Funkcje. Pojecia wstepne

Definicja 3.1.1. Niech X C R bedzie niepustym zbiorem. Funkcjg f: X — R nazywamy
przyporzadkowanie, ktore kazdej liczbie x € X przypisuje dokladnie jedng liczbe f(x) € R.

e X to dziedzina funkcji, jej elementy to argumenty;
o zbidr wszystkich wartosci f(X) := {f(z) : = € X} to zbiér wartosci (obraz) funkcji;
o wykres funkcji to zbiér punktéw plaszczyzny I'(f) := {(z, f(z)) : z € X }.

Uwaga 3.1.2. Jesli funkcje podajemy samym wzorem, bez dziedziny, to za dziedzine
przyjmujemy wszystkie x, dla ktorych wzér ma sens. W praktyce oznacza to sprawdzenie
trzech rzeczy: mianownik # 0, wyrazenie pod pierwiastkiem parzystego stopnia > 0,
wyrazenie pod logarytmem > 0.

Przyktad 3.1.3. Dziedzing f(x) = v/4 — 22 jest zbiér tych z, dla ktérych 4—x2 > 0, czyli 22 < 4,
czyli © € [—2,2]. Wykres to gérna polowa okregu o Srodku (0,0) i promieniu 2 (Rysunek 1):
istotnie, y = /4 — 22 oznacza y > 0i 22 + y? = 4.

Rysunek 1: Lewy: y = v4 — 22 i prosta y = 1, ktéra przecina wykres dwukrotnie. Prawy: y = 1/x.

Definicja 3.1.4. Funkcja f jest r6znowartosciowa, jesli réznym argumentom przypisuje rézne
wartosci: z1 # x2 = f(x1) # f(z2).

Intuicja: test prostej poziomej

Funkcja jest réznowartoéciowa doktadnie wtedy, gdy kazda prosta pozioma przecina jej wykres
co najwyzej raz. Zbiér wartosci to zbiér tych ¢, dla ktérych prosta y = ¢ przecina wykres co
najmniej raz.

Przyktad 3.1.5.

(a) f(x) = 22 nie jest réznowartoéciowa, bo f(—1) = f(1). Ta sama funkcja rozpatrywana tylko
dla z < 0 juz jest réznowarto$ciowa (lewe ramie paraboli).
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(b) f(z) = V4 — 22 nie jest réznowartoiciowa: prosta y = 1 przecina wykres w (—v/3,1)
i (v/3,1). Jej zbior wartosci to [0, 2].
(¢) h(z) = 1/x ma dziedzine R\ {0}, ten sam zbiér wartosci i jest réznowartosciowa (Rysunek 1).
Definicja 3.1.6 (funkcja monotoniczna). Funkcja f jest
o rosnaca, jedli dla 1 < x9 mamy f(z1) < f(x2), silnie rosnaca, jesli f(z1) < f(z2);
« malejaca, jedli dla x1 < x9 mamy f(x1) > f(x2), silnie malejaca, jesli f(z1) > f(x2).

Funkcja rosngca lub malejgca to funkcja monotoniczna.

Uwaga na nazewnictwo: w tym skrypcie ,rosnaca” dopuszcza fragmenty stale (np. funkcja stata
jest jednoczeénie rosngca i malejaca), a ,silnie rosnaca” — nie. W szkole ,rosnaca” oznaczala
zwykle to, co tu nazywamy silnie rosnaca.

Przyktad 3.1.7. f(z) = V4 — 22 jest silnie rosnaca na [—2,0] i silnie malejaca na [0, 2], ale na
calej dziedzinie nie jest monotoniczna. h(x) = 1/x jest silnie malejaca na (—oo,0) i osobno na
(0,00), ale nie na calej dziedzinie: h(—1) = —1 < 1 = h(1).

Definicja 3.1.8. Niech dziedzina X bedzie symetryczna wzgledem zera. Funkcja f jest parzysta,
jesli f(—x) = f(x) (wykres symetryczny wzgledem osi y), a nieparzysta, jesli f(—x) = —f(x)
(wykres symetryczny wzgledem poczatku uktadu).

3

Np. 2?2 jest parzysta, 2% nieparzysta, a z + 1 ani parzysta, ani nieparzysta (h(—1) = 0, k(1) = 2).

Definicja 3.1.9. Funkcja f jest okresowa z okresem ¢ > 0, jesli f(z +¢) = f(x) dla wszystkich
x z dziedziny. Najmniejszy taki okres nazywamy okresem podstawowym.

Funkcje mozemy dodawaé, odejmowaé, mnozy¢ i dzieli¢ ,punkt po punkcie”: (f+g¢)(z) := f(x)+
9(x), (f9)(z) = f(zx)g(x), (f/9)(z) = f(z)/g9(x) (tylko tam, gdzie g(x) # 0).
Zadanie 3.1.10.

2]

(1) Dla funkcji g(z) = |z| i h(x) = — wyznacz dziedzine, zbiér wartosci, narysuj wykres,
x

sprawdz réznowartosciowo$¢, monotoniczno$cé i parzystosé.

z+1 1
2) W dziedziny funkcji: -3 9—a2, —.
(2) Wyznacz dziedziny funkcji Ry V=3, V9-—a2, Nz
, . L. 1 r+1
(3) Sprawdz, czy sa réznowartosciowe: /r, —, .
x x

(4) *Wykaz, ze kazda funkcje f: R — R mozna zapisa¢ jako sume funkcji parzystej

i nieparzystej. Wskazowka: rozwaz W

3.2. Wielomiany. Funkcje wymierne

Definicja 3.2.1. Wielomianem nazywamy funkcje postaci f(z) = a,2™ + ap_12" 1 + -+ +
a1z + ag, x € R. Jedli a, # 0, to n jest stopniem wielomianu. Liczbe p taka, ze f(p) = 0,
nazywamy pierwiastkiem wielomianu.

Wielomiany stopnia 0 to funkcje stale, stopnia 1 — funkcje liniowe (wykres: prosta), stopnia 2 —
funkcje kwadratowe (wykres: parabola, zob. Podrozdzial 0.2).

Uwaga 3.2.2. Kazdy wielomian rozklada sie¢ na iloczyn czynnikéw stopnia 1 i nierozkladalnych
czynnikéw stopnia 2 (z A < 0), np. 23 +1 = (z + 1)(2? — 2 + 1). Jesli p jest pierwiastkiem
wielomianu f, to f(z) = (z — p) - g(x) dla pewnego wielomianu g (twierdzenie Bézouta).
Pierwiastkéw catkowitych warto szukaé¢ wéréd dzielnikéw wyrazu wolnego ag.
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Nieréwnosci wielomianowe — metoda ,,wezyka”. Aby rozwiaza¢ f(xz) > 0 (lub < 0, > 0,
<0):

1. rozkladamy f na czynniki i zaznaczamy pierwiastki na osi;

2. rysujemy linie zaczynajaca sie z prawej strony nad osia, jesli wspotczynnik przy najwyzszej
potedze jest dodatni (pod osia — jesli ujemny);

3. w kazdym pierwiastku linia przechodzi na druga strone osi — chyba ze pierwiastek jest
parzystokrotny (np. z czynnika (z — p)?), wtedy tylko sie ,,odbija”;

4. odczytujemy przedzialy, w ktorych linia jest nad osia (f > 0) lub pod nia (f < 0).
Przyktad 3.2.3. Rozwigzmy 3 — 22 > 2z.
Krok 1. Przenosimy wszystko na jedna strone: 3 — z2 — 2z > 0, czyli z(2? — 2 — 2) > 0.
Krok 2. Tréjmian: A =1+ 8 =9, pierwiastki —1 i 2. Zatem x(z + 1)(z — 2) > 0.

Krok 3. Pierwiastki —1,0,2 sa jednokrotne, wspétczynnik przy =3 jest dodatni:

AN A

Odpowiedz: = € [—1,0] U [2, 00).

Definicja 3.2.4. Funkcja wymierna nazywamy iloraz dwéch wielomianéw f(z) = Zlgg,
2
okreslony tam, gdzie wa(z) # 0.
Przyklad 3.2.5. Rozwiaz ierd 3¢ 1 < 10 3
r .2.5. Rozwiazmy nieréwn - 3.
zykla ozwiazmy eowoscx2_5x+6_2_x
Krok 1: dziedzina. 22 — 5z + 6 = (z — 2)(x — 3), wiec = # 2, x # 3.
Krok 2: wszystko na jedna stroneg i wspélny mianownik. Poniewaz % = % = %, mamy
2
14 +10(z — 3) + 3(x — 2)(z — 3) <0 322 — 5z +2 <0 s 3z — 3)(z—1) “0
(z —2)(x—3) (z —2)(x—3) (z —2)(x - 3)

Krok 3: zamiana ilorazu na iloczyn. lloraz i iloczyn dwdéch liczb maja ten sam znak, wiec
rozwiazujemy 3(x — %)(w— 1)(x—2)(z—3) < 0, pamigtajac o z # 2,3. Z wezyka: x € [%, 1]U(2,3).

Typowy bfad

Nieréwnosci z niewiadoma w mianowniku nie wolno mnozy¢ przez mianownik, nie znajac jego
znaku — mnozenie przez liczbe ujemna zmienia kierunek nieréwnosci. Bezpieczna droga to ta
z przyktadu: wszystko na jedng strone, wspdélny mianownik, zamiana na iloczyn.

Zadanie 3.2.6. Rozwiaz réwnania i nieréwnosci (symbol z oznacza: rozwigz osobno réwnanie
oraz obie nieréwnosci > i <):
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(1) 22 + —;1:, 1 > =
) > (5) r—1<2-—-2’
(2) [=*=5] =1, 1 1
-1
(3) xt + 423 — 1822 —12x+9>0 (6) r4+1<gz4+2
(4) 2° — 2t + 23 2;0,

W jakich przedzialach funkcja f(z) = (z +4)(z + 1)(x — 1) jest ujemna, a w jakich nie mniejsza
od —47?

3.3. Funkcje trygonometryczne

Definicja 3.3.1. Miara lukowa kata nazywamy dlugoéé¢ tuku okregu o promieniu 1 wycietego
przez ten kat. Jednostka jest radian. Kat pelny (360°) to obwéd okregu jednostkowego, czyli 27;
stad kat o stopni ma miar¢ x = gy

o ‘ 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°

T = m T T 3
o § F 5§ § 7 §r 2

W analizie matematycznej zawsze uzywamy radianéw — tylko w nich wzory na pochodne funkcji
trygonometrycznych maja prostg postac.

Definicja 3.3.2. Niech P bedzie punktem okregu jednostkowego o srodku (0,0), a = — miara
tukowa kata skierowanego od dodatniej p6tosi OX do promienia OP (katy dodatnie odmierzamy
przeciwnie do ruchu wskazdéwek zegara). Wtedy

cos r := pierwsza wspélrzedna (odcieta) punktu P,

sin z := druga wspélrzedna (rzedna) punktu P.

o
@]
IS
=
8

Uwaga 3.3.3.

(a) sin i cos sa okreslone na calym R, przyjmuja wartosci z przedziatu [—1, 1].

(b) Sa okresowe z okresem podstawowym 27: sin(z + 27) = sinz, cos(z + 27) = cos .
(c) sin jest nieparzysta (sin(—x) = —sinx), cos jest parzysta (cos(—z) = cosx).

(d) Zachodza wzory (warto je zna¢ na pamied):

sin? z + cos?

z=1, sin 2x = 2sinx cos
cos2z = cos’x —sin’z = 2cos’z —1=1 —2sin2x,

sin(x + y) = sinx cosy + cos zsiny, cos(z £ y) = cosxcosy Fsinzsiny.
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v |0 § § F Flw §r 2«
sinz [0 4 2 B 1[0 -1 0
cosz |1 Y2 2 1 g1 0 1
y
/ /@\
1 /
AN z
-1

Rysunek 2: Wykresy y = sinz i y = cosz. Wykres cosinusa to wykres sinusa przesunigty o §

w lewo.

Przyktad 3.3.4. Rozwiazmy sin 2x = sinx.

Krok 1. Ze wzoru na sin 2z: 2sinz cosx — sinx = 0, czyli sinz (2cosz — 1) = 0.

Krok 2. Iloczyn jest zerem, gdy ktory$ czynnik jest zerem: sinx = 0 lub cosx = %

Krok 3. sinz =0 < z =km;, cosx = % < x = =+% +2km, k€ Z. Rozwigzania z jednego
okresu odczytujemy z tabeli, a reszte dostajemy, dodajac wielokrotnosci okresu.

V3 lub

Przyktad 3.3.5. Rozwigzmy 4 cos? z > 3. Mamy cos®z > %, czyli |cosx| > ‘/75: cosw > 52

cosz < _\/Tg' Z wykresu cosinusa: x € [—% +km, §+ k:7r], ke Z.

Definicja 3.3.6. Tangens: tgx := ST dla cosx 0, czyli z # Z + km); cotangens: ctgz :=
J & cos T 2

C?S$ (dla = # km). Obie funkcje sa okresowe z okresem m, nieparzyste, przyjmuja wszystkie

sin x

wartosci rzeczywiste.

Wartosci: tg0 =0, tg g = \/Tg, tgl =1, tg

W laboratorium: rytm dobowy

Temperatura ciata cztowieka zmienia si¢ w ciagu doby w przyblizeniu jak

=/3; tg 5 nie istnieje.

ol

m(t —17)

T(t) =36,8+04
(t) ,+,cos( B

) [°C], t — godzina doby.

Okres to 24 h (bo {5-24 = 27), maksimum 37,2°C wypada o 17:00 (wtedy cosinus ma argument
0), a minimum 36,4°C — 12 godzin pézniej, o 5:00. Liczbe 0,4 nazywamy amplituda, a 36,8
— poziomem Srednim. Takimi funkcjami opisuje sie rytmy okotodobowe ekspresji gendw,
wydzielania hormonéw czy aktywnosci zwierzat.

Zadanie 3.3.7.
s g PN 4. > . > 2. >
(1) Rozwiaz réwnanie i nieréwnosci: cos2x = cosx, sinz Z cosz, tg°x = 3.
(2) W modelu z ramki: o ktérej godzinie temperatura ciala wynosi dokladnie 36,8°C?

OdpowiedZ: o 11:00 i o 23:00.
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3.4. Funkcja potegowa. Funkcja wykfadnicza

Definicja 3.4.1. Dla ustalonego p € R funkcje x — 2P, x > 0, nazywamy funkcja potegowa.

Dla p € N wzor 2P = x - ... - x ma sens dla wszystkich x € R; dla catkowitych p < 0 — dla = # 0.
Dla p > 0 funkcja potegowa jest silnie rosnaca, dla p < 0 — silnie malejaca.

) Y

Rysunek 3: Funkcje potegowe y = zP dla p > 0 (lewy) i p < 0 (prawy).

Przyklad 3.4.2. Rozwiagzmy /r < x. Pierwiastek ma sens dla x > 0. Obie strony sa wtedy
nieujemne, wiec wolno podnieéé nieréwnosé do kwadratu: = < x2, czyli z(x — 1) > 0, czyli z < 0
lub z > 1. Z zalozeniem x > 0: x € {0} U [1, 00).

Typowy bfad

Podnosié¢ nieréwnos¢ do kwadratu wolno tylko wtedy, gdy obie strony sg nieujemne. Np. —3 <
2, ale (—3)2 > 22.

Definicja 3.4.3. Dla a > 0, a # 1, funkcje x — a®, x € R, nazywamy funkcja wykladniczg
o podstawie a.

e a® > 0 dla wszystkich z, a® = 1 (wykres zawsze przechodzi przez (0,1));
e dla a > 1 funkcja jest silnie rosnaca, dla 0 < a < 1 — silnie malejaca;

e jest roznowartoSciowa: a®' = a™ <= x1; = x9. To pozwala ,opuszczaé podstawy”
w réwnaniach.

Rysunek 4: Funkcja wykladnicza dla a > 1 (wzrost) i 0 < a < 1 (zanik).

W laboratorium: wzrost hodowli bakteryjnej

W fazie wzrostu wykladniczego liczba komérek podwaja sie co staly czas T' (czas generacji).
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Po czasie t nastapito ¢/T podwojeri, wiec
N(t) = Np-2/7.

Dla FE. coli w dobrych warunkach T = 20 min. Startujac z Ng = 1000 komoérek, po 3 godzinach
(t = 180 min, czyli 9 podwojeri) mamy N = 1000 - 2° = 512000 komérek. Dokladnie tym
samym wzorem z podstawa % opisujemy zanik: rozpad promieniotwérczy czy eliminacje leku

z organizmu, C(t) = Cjy (%)t/Tl/Q

, gdzie Ty /5 to czas polowicznego zaniku.

Przyktad 3.4.4. Rozwigzmy 4V*~2 416 = 10 - 2V*~2,
Krok 1: dziedzina. = — 2 > 0, czyli x > 2.
2
Krok 2: podstawienie. 4V*72 = (22)V9”_2 = (2”_2) . Niech t = 2V®~2; wtedy t*> — 10t 4+ 16 = 0,
skad t =2 1lub t =8.

Krok 3: powrét do z. 2V® 2 =2l daje Vo —2=1,2=3; 2V* 2 =23 daje Vo —2=3, 2 = 11.
Oba wyniki naleza do dziedziny: = € {3,11}.

Przyktad 3.4.5. Rozwiazmy 237T° — 4*~1 > (0. Zapisujemy wszystko przy podstawie 2: 23745 >
22¢=2 Podstawa 2 > 1, wiec funkcja jest rosnaca i nieréwnoéé wykladnikéw ma ten sam kierunek:
3r+5>2r—2, czyliz > —T.

Typowy bfad

Gdy podstawa jest z przedzialu (0,1), funkcja wykladnicza jest malejgca, wiec przy

. . o 22 2.5 g .. a8 3
»opuszczaniu podstaw” kierunek nierownosci sie zmienia: (%) > (%) —= = < 3.

Zadanie 3.4.6. Rozwiaz rownania i nieréwnoéci:

(1) ¢ ZVa+1, 3) () (E) Tz

(2) 3V 2 ()7, (4) 8% +18* —2.27% 2 0.

3.5. Funkcja logarytmiczna

Definicja 3.5.1. Dla a > 0, a # 1, b > 0 logarytmem liczby b przy podstawie a nazywamy
wyktadnik, do ktérego trzeba podnies¢ a, zeby otrzymac b:

log,b=2 <= a” =b.
Piszemy logb := log;, b (logarytm dziesigtny).

Np. logy 8 = 3 (bo 23 = 8), log 0,001 = —3, logy 3 = 3.

Przypomnienie z liceum: wtasnosci logarytmoéw

Dla a,b,¢ > 0, a # 1:
log,1=0, log,a=1, log,a" =z, alo8ab — p,

_ log.b
~log.a’

b
log, (bc) = log, b+log, c, log, o= log, b—log, c, log, b* = xlog, b, log, b
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Definicja 3.5.2. Funkcje z — log,z, * > 0, nazywamy funkcja logarytmiczng. Jest
roznowartosciowa; dla a > 1 silnie rosnaca, dla 0 < a < 1 silnie malejaca. Jej wykres przechodzi
przez (1,0).

W laboratorium: pH

Stezenia jonéw wodorowych w roztworach wodnych zmieniaja sic od ok. 1 do 10~*mol /L —
skala zbyt rozlegta, by wygodnie sie¢ nia postugiwac¢. Dlatego wprowadza si¢

pH = —log[H™].

Jedli [HY] = 3,2-107*M, to pH = —(log3,2 + log10™%) ~ —(0,505 — 4) ~ 3,49. W druga
strone: krew o pH 7,4 ma [H*] = 10~7* ~ 4,0-10~8 M. Spadek pH o 1 oznacza dziesigciokrotny
wzrost stezenia jonéw wodorowych — to bezposrednio wynika z wlasnosci log(10b) = 1+ logb.

W laboratorium: ile czasu?

Logarytm pozwala ,wyciagna¢” czas z wykladnika. Ile minut potrzeba hodowli E. coli
z poprzedniego podrozdziatu, by z 1000 komérek zrobit sie milion?

log1000 3

t
1000 - 2t/20 — 106 2%/20 _ 4 — — log, 1000 = — ~
000 0° <= 000 < 0g, 1000 log2 0.301

20

9,97,

czyli t = 199 min, nieco ponad 3 godziny i 19 minut.

Przyktad 3.5.3. Rozwiazmy log,(z + 1) + logy(z — 1) = 3.
Krok 1: dziedzina. z+1>0ixz—1>0, czyli z > 1.
Krok 2. log, ((z +1)(z — 1)) =3 =log, 8, wiec 2% — 1 =8, z = +3.

Krok 3. Tylko x = 3 nalezy do dziedziny. Odpowiedz: x = 3.

Typowy bfad

log(b + ¢) # logb + logc oraz logag # Eg—“i. I zawsze na koncu sprawdzamy dziedzing —

rownania logarytmiczne bardzo czesto maja ,falszywe” rozwigzania.

Zadanie 3.5.4.

3
(1) Rozwiaz: log, i —_F . —1ogy 520, logy(z+14)+logy(z+2) = 6, log(logx)+log(logz* —

1) =1.

x
(2) Oblicz pH roztworu, w ktérym [H¥] = 2 - 1079 M. Ile razy wigksze jest stezenie jonéw H*
w soku zotadkowym o pH 1,5 niz we krwi o pH 7,47
Odpowied?: pH ~ 8,70; 10°>° ~ 794000 razy.

(3) Czas polowicznej eliminacji pewnego leku wynosi 6h. Jaki procent dawki pozostaje
w organizmie po dobie? Po ilu godzinach zostanie 10% dawki?

Odpowied?: (%)4 = 6,25%; po 6log, 10 = 19,9h.
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3.6. Ztozenie funkcji i funkcja odwrotna

Definicja 3.6.1 (zlozenie). Jesli wartosci funkeji f naleza do dziedziny funkcji g, to ztozeniem
g o f nazywamy funkcje

(go f)z):=g(f(x)).

f to funkcja wewnetrzna (dziala pierwsza), g — zewnetrzna.

Zlozenie to ,tasma produkcyjna”: najpierw f przerabia x na f(x), potem ¢ przerabia wynik
dalej. Umiejetno$¢ rozpoznania, z jakich ,klockéw” zbudowana jest funkcja, bedzie kluczowa
przy liczeniu pochodnych (Podrozdziat 4.3).

Przyktad 3.6.2.
(a) h(z) = V4 — 2% wewnetrzna f(z) = 4 — 22, zewnetrzna g(y) = /¥
(b) h(x) = sin?(3z) = (sin(3:c))2 to zlozenie trzech funkcji: z +— 3z > sin(3x) +— (sin 3z)2.

() Dla f(x) = sinz, g(x) = 1 (fog)a) =sinl (x £ 0),a (go @) = by (& # km).
Kolejnoéé ma znaczenie!

Definicja 3.6.3 (funkcja odwrotna). Jesli f jest réznowartodciowa, to kazdej wartosci y € f(X)
odpowiada dokladnie jeden argument z, dla ktérego f(z) = y. Przyporzadkowanie y — =z

nazywamy funkcjg odwrotna do f i oznaczamy f~'.

Funkcja odwrotna ,,cofa” dzialanie f: jesli f zamienia czas na liczbe bakterii, to f~! zamienia
liczbe bakterii z powrotem na czas. Wykresy f i f~! sa symetryczne wzgledem prostej y = x.

Jak wyznaczyé funkcje odwrotna: zapisujemy y = f(x), wyliczamy = w zaleznosci od y, na
koniec zamieniamy nazwy zmiennych. Silnie monotoniczna funkcja jest réoznowartosciowa, wiec
zawsze ma funkcje odwrotna.

Przyklad 3.6.4. f(z) = 27 jest silnie rosnaca. Z y = 2% dostajemy z = log, y, wiec f~1(z) =
log, z, z > 0. Podobnie f(z) = 22 rozpatrywana dla z > 0 ma funkcje odwrotng f~!(z) = /.

Rysunek 5: Wykresy funkcji wzajemnie odwrotnych sa symetryczne wzgledem prostej y = x.

Zadanie 3.6.5.
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(1) Wyznaczjiof, fog, gof, gogiich dziedziny dla: (a) f(z) = 2z, g(x) = Vz; (b) f(x) = 322,
g(z) = T3

(2) Zapisz jako zlozenie prostszych funkcji: log vz + 1, sin(222—1), 23°+2 log, cos(2z —3).

(3) Wyznacz funkcje odwrotne do: f(z) = 22 + 1, 2 < 0;  f(z) = logg(z — 1) + 3, x > 1;
f(z) =2V% 2 >0.

3.7. Funkcje cyklometryczne

Funkcje trygonometryczne nie sa réznowartoéciowe (sa okresowe), wiec nie maja funkcji
odwrotnych na calym R. Ale po zawezeniu do odpowiedniego przedzialu juz sg silnie
monotoniczne:

sin na [—g,g], cos na [0, 7], tg na (—%,%)

Definicja 3.7.1. Funkcje odwrotne do tak zawezonych funkcji nazywamy funkcjami
cyklometrycznymi i oznaczamy arcsin, arccos, arctg. Zatem

arcsing =y < siny=z i ye [-3,5], x € [—-1,1],
arccosz =y <= cosy=2x i y € [0,n], xz € [-1,1],
arctgmzy(z)tgyzxiye(—g,g), x e R.

T

arcsinz odpowiada na pytanie: ,jaki kat (z przedzialu [—7,7]) ma sinus réwny z?”. Na

kalkulatorze to klawisz sin~! — ale uwaga, kalkulator domyglnie podaje wynik w stopniach.

Przyktad 3.7.2. arcsin% = §, bosing = % i § €[5, 5] arccos (—‘g) = %77, bo cos %ﬂ' =
—@ i2re(0,7]. arctgl = F, arctg(—v3) = —%.
. arccosx
arcsinx arctgx

ol
w/=‘
W

Rysunek 6: Funkcje cyklometryczne.

Istnieje tez arcctg — funkcja odwrotna do ctg zawezonego do (0, 7). Zachodza tozsamosei arcsinz +
arccost = 7 dla x € [~1,1] oraz arctgx + arcctgz = T dla 2 € R. Sprébuj udowodni¢ pierwsza:

r_

oznacz a = arcsinz, 3 = arccos i pokaz, ze sin (3 — 3) = sina.

Zadanie 3.7.3. Oblicz arcsin <—‘/T§), arc cos (—%), arctg /3, arcsinl, arccos0.
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3.8. Ciagi. Granica ciagu

Definicja 3.8.1. Ciaggiem nazywamy funkcje okreslona na zbiorze liczb naturalnych. Wartos¢
dla n to n-ty wyraz a,; caly ciag oznaczamy (a,).

Przyklad 3.8.2. Ciag harmoniczny (%) =1 %,%,...; ciag naprzemienny ((—1)") =

-1,1,-1,1,...; ciag arytmetyczny a, = a1 + (n — 1)d (stala réznica d miedzy kolejnymi
wyrazami); cigg geometryczny a, = a1q" ' (staly iloraz q).

Przypomnienie z liceum: sumy ciagéw

2a1 + (n—1)d

Suma n poczatkowych wyrazéw: dla ciggu arytmetycznego S, = 5 -n; dla
_.n

geometrycznego Sy, = a1 1 (g #1) oraz S, = na; (¢ =1).
—q

W laboratorium: drzewo genealogiczne trutnia

Ciag Fibonacciego: ag = 0, a1 = 1, a, = an_1 + an_2o, czyli 0,1,1,2,3,5,8,13,... Truten
(samiec pszczoly) rozwija sie z niezaplodnionego jaja, wiec ma tylko matke; samica ma
dwoje rodzicow. Liczac przodkéw trutnia w kolejnych pokoleniach, dostajemy 1,2,3,5,8, ...
— kolejne wyrazy ciagu Fibonacciego (u czlowieka byloby 2,4,8,16,...).

Granica ciiiu.

Ciag ma granice g, jedli jego wyrazy, dla coraz wiekszych n, zblizaja si¢ do g dowolnie
blisko i juz tak blisko pozostaja. Piszemy li_)m an = g lub a, — g. Ciag, ktéry ma granice
n—oo

(skoniczona), nazywamy zbieznym, a pozostale — rozbieznymi.

5 10 15 20

Wyrazy ciagu a, = 3 + % zblizaja sie do 3: lim(3 + %) =3.

Dla chetnych: Scista definicja granicy

lima, = g oznacza: Ves0 JngeN Vnsne |an — g| < €. Stownie: jakkolwiek waski pasek (g —e,g9 + €)
wokél g narysujemy, od pewnego miejsca ng wszystkie wyrazy ciagu w nim leza. Np. dla a, = %,
g =01ie=0,01 wystarczy no = 100. Ciag ((—1)™) jest rozbiezny: zaden przedzial dtugosci mniejszej
niz 2 nie zawiera prawie wszystkich jego wyrazéw.

Twierdzenie 3.8.3 (dzialania na granicach). Jedli a,, - aib, — b (a,b € R), to a,, £b,, — a+tb,

anby, — ab, a jesli b # 0, to Z—n — %.

Granice niewlasciwe. Piszemy a,, — 00, jedli wyrazy ciagu rosng ponad wszelka granice
(przekraczaja kazda liczbe i juz jej nie spadaja ponizej), i a, — —oo analogicznie. Np. n — oo,

n? — 00, 2" — 00, /N — 00, —n — —00, N — n? — —0o0.
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1
Twierdzenie 3.8.4 (ciagi wzorcowe). (a) — — 0dla k> 0; n¥ — oo dla k > 0.
n
(b) ¢" —0dla—-1<g<1; ¢"— oodlag>1; dla g < —1 granica nie istnieje.
(¢) Ya—1dlaa>0 oraz {/n— 1.

Intuicja: rachunki z nieskonczonoscia

Przy liczeniu granic mozemy umownie traktowa¢ oo jak bardzo duza liczbe:

a+ oo = 0o, LzO, 00 - 00 = 00, o0 4 00 = o0,
+o0
. a
@-00=00 i ;3 =00 (dla a > 0), a-00=—o00 (dlaa<0).
Natomiast wyrazenia
0
00 — 00, 0 - oo, f, —, 1°°, 0°, o

00 0

sg symbolami nieoznaczonymi — wynik moze by¢ dowolny i trzeba wyrazenie najpierw
przeksztalcic.

Najwazniejsza technika: wylgcz najszybciej rosnacy sktadnik.

Przyktad 3.8.5.

2n —7 2-I 2-0 2
(a) BZ—i— [¢ mamy 2. Dzielimy licznik i mianownik przez n: 3+g — 350-3
(b) 3n3—n+4:3—#+%_>§

5n3 — 2n 5-— 2 5

n
() n*—n?+10n—1=n*(1-14+19 - L) 5 00.1=c.
m2-1 2n-—1 00
d = o, — = —o0.
) 7= Iy 7T
Uwaga 3.8.6 (iloraz wielomianéw). Dla a, # 0 # bg:
0, p<4q
Py... a
an”+-ota ) p=gq,
bqnq_|_...+b0 bq

+oo (znak Z—:), p>q.
Decyduja tylko najwyzsze potegi.
Przyktad 3.8.7 (sprzezenie przy pierwiastkach). v/n+1 — \/n to symbol oo — co. Mnozymy
i dzielimy przez sume pierwiastkéw, korzystajac z (a — b)(a + b) = a® — b*:

_Wntl-yn)(n+tl+yn)  (n+l)—-n _ 1 1
vntl—n= Jntl+n _V%IT+JH_V%IT+¢5%OO_Q

n n

3n+2n

Przyklad 3.8.8 (potegi).
()" +(3)"  ootoo

1+ (3)" 1+0
Twierdzenie 3.8.9 (o trzech ciagach). Jesli a,, < b, < ¢, (od pewnego miejsca) oraz a, — ¢
ic, — g, totakze b, — g¢.

dzielimy przez 3" (najszybszy wyraz mianownika):
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Ciag ,,SciSniety” miedzy dwoma ciagami dazacymi do tej samej granicy nie ma wyjscia — tez
musi do niej dazyé. (Dlatego bywa nazywane twierdzeniem o dwéch policjantach.)

Przyktad 3.8.10. Obliczmy lim {/2" + 3”. Poniewaz 3" < 2" 4+ 3" < 3" 4+ 3" = 2 - 3", mamy

3=V3n < Yo 13 < /2.3n=3V2-3-1=3.
Zatem /2" 43" — 3. Ogolnie: pod pierwiastkiem n-tego stopnia ,wygrywa” najwicksza
podstawa.
Szereg geometryczny.

Twierdzenie 3.8.11. Jedli (a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie ¢ i a1 # 0, to sumy S,
maja granice wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1. Wowczas

a
S:a1+a1q+a1q2+---:lim S, = L
n—00 1—gq
Wynika to od razu ze wzoru Sn:aI%,bo q" — 0. Np. 1+%+:11+"'= 1_11 =2.
2

W laboratorium: kumulacja leku

Pacjent przyjmuje 100 mg leku co 12 godzin, a czas polowicznej eliminacji wynosi 12h — do
nastepnej dawki zostaje wiec potowa poprzedniej ilosci. Tuz po n-tej dawce w organizmie jest

2 n—o00 100
e

100 +100 - 4 +100- (1)* +--- +100- (3)" — 200 mg,

1
2

Iloé¢ leku nie roénie bez konca, tylko stabilizuje si¢ na poziomie 200 mg — to tzw. stan
stacjonarny. Lekarze dobieraja dawke i odstep tak, by stan stacjonarny miescit sie w oknie
terapeutycznym.

Zadanie 3.8.12. Oblicz granice ciagow:

3 10 1-—nd 9.3n+l _ g
1) ———, . 1) == __—°
() n \/ﬁ (6) (1—n)2’ ( ) 4'971_1_’_1,
(2) n® —3n*+ 10n — 120, n? + 5n — 6 gn—1 _ gn—2
Y R (12) ———,
3) dn — 3 nt+5n2 —6 3n
6 —5n’ 8 (VA+3) (13) Y3457+ 77,
(1) ond —dn—1 n+1 ' - -
6n + 3n2 —n3’ (9) vnZ +n—vnZ 11, (14) 3G+,
(2n — 1)2 2™ — 3™ nsinn!
- - *
O - DEn T2y 10) Faw 15) * ot
Zadanie 3.8.13.
: . 2 2, 2 9 27

(2) Lek o czasie polowicznej eliminacji 6h podaje sie w dawkach po 100mg co 12h. Ile leku
jest w organizmie tuz po dawce w stanie stacjonarnym?

100

OdpowiedZ: do nastepnej dawki zostaje %, wiec =i/

~ 133 mg.
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3.9. Liczba e

Twierdzenie 3.9.1. Ciag (1 + %)n jest zbiezny. Jego granice oznaczamy literg e:

1 n
e:= lim (1 + —) ~ 2,718281828. ..
n

n—oo

Intuicja: skad sie bierze e

Wyobraz sobie populacje, ktéra w ciagu doby rosnie o 100%. Jesli przyrost ,,dopisujemy” raz
na dobe, populacja sie podwaja (czynnik 2). Jesli co p6t doby po 50%, to czynnik wynosi
1,52 = 2,25; co godzing po 5; — (1 + ;)** &~ 2,66. Gdy przyrost jest naliczany w sposob
ciagly (jak u zywych komorek, ktére nie dziela sie wszystkie jednoczesnie), czynnik dazy do

e. Dlatego e pojawia sie wszedzie tam, gdzie cos roénie lub zanika w tempie proporcjonalnym

do swojej aktualnej wielkosci.

Liczba e jest niewymierna (wykazal to Euler w XVIII wieku) i nawet przestepna (Hermite, 1873).
Funkcje e® nazywamy czesto po prostu eksponenta, a logarytm przy podstawie e — logarytmem
naturalnym:

Inz :=log, .

W laboratorium: wzrost ciggty

Model wzrostu wykladniczego zapisuje sie¢ zwykle jako N(t) = Npe', gdzie r to

wspotczynnik wzrostu. Zwiazek z czasem generacji: 2 = e, czyli r = 1“% Dla T = 20 min

mamy r ~ 0,0347 min .

Twierdzenie 3.9.2. (a) Jedli a, — 01 a, # 0, to (1+a,)/% — e.
(b) Jedli a,, — a > 01ib, — b, to an — a’.

Przyklad 3.9.3. Obliczmy lim (1 — %)HH — to symbol 1°°. Chcemy doprowadzié do postaci

7 twierdzenia z a, = —3:
n+1 . _n/3
(1 — §) = (1 + _3) ]
n n

o
Wyrazenie w nawiasie kwadratowym dazy do e, a wyktadnik
wynosi e~3. Ogélna regula, ktérg warto zapamietaé: (1 + %)n — e

2n 9\ n? —n—1
2
Zadanie 3.9.4. Oblicz: lim <n + 5) , lim ( n ) , lim (1 — g) .

—-3(n+1)/n

_w — —3. Zatem granica

n n2 n
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4. Elementy rachunku rézniczkowego funkcji jednej zmiennej

Rachunek rézniczkowy odpowiada na pytanie: jak szybko cos sie zmienia? Jak szybko rosnie

hodowla w danej chwili, jak szybko spada stezenie leku, przy jakim stezeniu substratu reakcja
przyspiesza najmocniej. Narzedziem jest pochodna, a zeby ja zdefiniowa¢, potrzebujemy
najpierw pojecia granicy funkcji.

4.1. Granica funkcji. Ciggfos¢ funkcji

Moéwimy, ze funkcja f ma w punkcie a granice g, i piszemy

lim f(z) = g,

r—a

jesli wartosci f(x) zblizaja sie do g, gdy z zbliza sie do a (z obu stron, ale x # a). Co wazne,
wartos¢ f(a) nie gra roli — funkcja moze nawet nie by¢ w punkcie a okreslona.

Dla chetnych: definicja Heinego

Punkt a nazywamy punktem skupienia zbioru X, jesli istnieje ciag (z,) C X \ {a} zbiezny do a
(czyli do a mozna ,,doj$¢” po punktach dziedziny). Dla takiego a definiujemy: lim,_,, f(z) = g, jesli
dla kazdego ciagu (z,) C X \ {a} takiego, ze =, — a, ciag wartosci f(x,) dazy do g. Ta definicja
pozwala przeniesé¢ wszystkie twierdzenia o granicach ciggéw na granice funkcji.

3

Przyktad 4.1.1. Funkcja f(z) = z

] nie jest okreslona w z = 1 (dzielenie przez zero), ale

-1 —1)(x? 1

ma tam granice. Dla x # 1 mozna skroci¢: z T = (z =D —i—x +1) =22 +z+1,atodla
x — x —

x — 1 zbliza si¢ do 1 + 1+ 1 = 3. Zatem lim,_,; f(x) = 3.

% nie istnieje: gdy x zbliza sie do zera, % ucieka do
nieskoriczonosci, a sinus bez konca oscyluje miedzy —1 a 1 (Rysunek 7). Dla z, = % —- 0

Przyktad 4.1.2. Granica lim, ,gsin

mamy sin% =0,adlax], = m — 0 mamy sin# - 1.

VAN Iz
= T

Rysunek 7: y = sin% — przy x — 0 wykres oscyluje coraz szybciej i nie zbliza si¢ do zadnej liczby.

Granice jednostronne. Jedli z zbliza sie do a tylko z prawej strony (z > a), méwimy o granicy
prawostronnej lim,_,,+ f(z), a jesli tylko z lewej (x < a) — o lewostronnej lim, ,,- f(z).
Granica (obustronna) istnieje doktadnie wtedy, gdy obie granice jednostronne istnieja i sa réwne.



Przyktad 4.1.3. Dla f(z) = & mamy f(z) = 1 dlaz > 01 f(z) = —1 dla = < 0. Zatem

x
lim, .o+ f(z) =1, lim, ,o- f(x) = —1 i granica lim,_,¢ f(z) nie istnieje.

Twierdzenie 4.1.4. Jesli lim,_,, f(z) = p i limg—4 g(z) = ¢, to granica sumy, réznicy, iloczynu
i ilorazu jest odpowiednio réwna p &+ q, pq i %’ (ta ostatnia gdy ¢ # 0).

Definicja 4.1.5. Funkcja f jest ciaglta w punkcie a swojej dziedziny, jedli lim,_,, f(x) = f(a).
Funkcja jest ciggla, jesli jest ciagta w kazdym punkcie dziedziny.

Funkcja ciggla na przedziale to taka, ktérej wykres da sie narysowaé ,,bez odrywania otéwka”.

Ciaglos¢ oznacza tez co$ bardzo praktycznego: granice w punkcie dziedziny liczy sie po prostu
przez wstawienie wartosci.

Twierdzenie 4.1.6. Wielomiany, funkcje wymierne, potegowe, wykladnicze, logarytmiczne,
trygonometryczne i cyklometryczne sa ciaglte (w swoich dziedzinach). Suma, réznica, iloczyn,
iloraz i zlozenie funkcji ciaglych jest funkcja ciagta.

Przyktad 4.1.7. lim, 2(23 — 322 —1) =8 — 12— 1 = —5 — po prostu wstawiamy, bo wielomian
jest ciagly. Natomiast funkcja f(z) = x dla x # 1, f(1) = 0 nie jest ciagla w 1: granica wynosi 1,
a warto$¢ 0. Funkcja ,sklejona” f(z) =1dla z <0, f(z) =2 dla x > 0 ma ,skok” w zerze, wiec
tam tez nie jest ciagla.

Zadanie 4.1.8. Oblicz granice:

16z — 23 r?—4 27 — a3
M Jm, st (3) Jim = R
4z% — 1 3
. 2—3z+2? (4) lim ’ . ox° 4125
@ Iy by 2041 © I, 5 50

4.2. Granice niewfasciwe. Granice w nieskonczonosci. Asymptoty

Definicja 4.2.1. Piszemy lim,_,, f(z) = +00 (odp. —o0), jesli wartosci f(x) rosna (odp. maleja)
nieograniczenie, gdy * — a. Podobnie dla granic jednostronnych. Jesli cho¢ jedna z granic
jednostronnych w a jest niewtasciwa, prosta = a nazywamy asymptotg pionowa funkcji

f.

Przyktad 4.2.2. lim,_,o+ % = 400, lim,_,o- % = —o00, wiec = 0 jest asymptota pionowg y = %
Réwniez lim,_,o+ Inz = —o0, a lim,_,(r/2)- tgz = +00.
Uwaga 4.2.3 (granica funkcji wymiernej w punkcie a). 1. Wstawiamy « = a. Jesli

mianownik # 0 — gotowe.

2. Jesli wychodzi 8 — rozktadamy licznik i mianownik na czynniki, skracamy (x —a) i wracamy
do kroku 1.

3. Jesli wychodzi 5 z ¢ # 0 — granica jest nieskoficzona; znak ustalamy, badajac znaki licznika
i mianownika osobno po lewej i po prawej stronie a.

Przyktad 4.2.4.

() 1 222 + 22 i 2z(z + 1) i 2z -2
a m ———5— = lim = lim ———  — __—.
a—-1 1423 o1 (x+1)(a2—2z+1) an-122—2+1 3
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2
.ot tx—12 . (z=3)(x+4) . x+4 .7 . :
lim ————— = — = _ - L. Dlax — 3~ k
(b) $53 73 — 622 + 9z 203 z(z — 3)? s z(z — 3) fujest g. Dla-a = 37 mianowni
jest malg liczbg ujemng, wiec granica to —oo; dla  — 37 — dodatnia, wiec +o0o0. Granica

obustronna nie istnieje, a x = 3 jest asymptota pionowa.

Definicja 4.2.5. Piszemy lim, ,io f(z) = g, jesli f(z) zbliza si¢ do g, gdy = rosnie
nieograniczenie (podobnie dla x — —o00). Jedli g jest liczba, to prosta y = ¢ nazywamy
asymptota pozioma (prawostronna lub lewostronna).

Przyktad 4.2.6. lim, 1~ % = 0, wiec y = 0 jest asymptota pozioma hiperboli. lim,_,_, e* =0,
ale lim,_, o €¥ = +00: eksponenta ma asymptote pozioma tylko lewostronna. lim, 4 arctgz =
+3. Granica lim; o sin z nie istnieje.

Dla funkcji wymiernych przy x — £oo postepujemy jak przy ciagach: dzielimy licznik i mianownik
przez najwyzsza potege x wystepujaca w mianowniku.

1— 27 + 72° 247 7
Przyklad 4.2.7. zlbn;o lefijlx = xhﬁnolo % =7 wiec y = % jest asymptota

poziomg prawostronna.

Definicja 4.2.8. Prosta y = ax + b nazywamy asymptota uko$ng prawostronng funkcji f, jesli
limg 1 oo ( flx)—(ax+ b)) = 0 — wykres ,,przykleja sie” do prostej. Analogicznie lewostronng dla
x — —o0.

Twierdzenie 4.2.9. y = ax + b jest asymptota ukosng prawostronna f wtedy i tylko wtedy, gdy
obie ponizsze granice istnieja i sa skonczone:

a= lim @, b= lim (f(z)—ax).

r—4+00 I T—>+00

(Dla lewostronnej — to samo z x — —oc0.) Asymptota pozioma to przypadek a = 0.

3 _ 9 2 3
Przyktad 4.2.10. Dla f(z) = x27:c2+:
x
. @ —227 43 1 1 3 1
a= lim = lim (= -— = —,
x—+o00 223 zotoo \2 x 23 2
. 3 —2024+3 =z . 22243
b= lim ~Z) = lim -1
z—+o00 22 2 z—+o00 22
Asymptota ukosna (obustronna) jest y = %:p — 1.
Zadanie 4.2.11.
(1) Wyznacz granice jednostronne: lim lim 2'/%.

- im ——
o1 1 — 22’ x—2+ (CI? — 2)27 x—0+t

4 3
‘ ) T . 1—-22 -3z
(2) Wyznacz granice: mEI:Eoo e o m

2 2
—1 20— 2 1
(3) Wyznacz wszystkie asymptoty funkcji: z , x , v , T ,
A 11—z rz—1 r—2 1—=x
22 4+x+1

4.3. Pochodna funkgji
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Intuicja: szybko$¢ zmian

Jesli N(t) to liczba bakterii w chwili ¢, to iloraz

N(t+h) — N(t)
K

jest $redniq szybko$cia wzrostu w przedziale czasu od t do t + h (przyrost liczby bakterii
podzielony przez czas). Gdy skracamy ten przedzial (h — 0), dostajemy chwilowq szybkosé
wzrostu w chwili ¢. To jest wlasnie pochodna. Tak samo predko$é¢ samochodu to pochodna

przebytej drogi, a szybkos¢ reakcji — pochodna stezenia produktu po czasie.

Definicja 4.3.1. Niech f bedzie okreslona na przedziale zawierajacym a. Pochodna funkcji f
w punkcie a nazywamy granice

) et L)~ S0

h—0 h

i

d
o ile istnieje i jest skonczona. Stosuje sie tez zapis —f(a). Funkcje majaca pochodna w kazdym
x

punkcie nazywamy rézniczkowalng, a funkcje = — f/(z) — pochodng funkcji f.

Intuicja: interpretacja geometryczna

Tloraz L@th)=f(a) (a+h,2_f (@)

to wspotezynnik kierunkowy siecznej przez punkty (a, f(a)) i (a+h, f(a+
h)). Gdy h — 0, sieczna obraca sie wokdl (a, f(a)) i dazy do stycznej. Zatem f'(a) to
wspOtcezynnik kierunkowy stycznej (tangens kata, jaki tworzy ona z osia x), a réwnanie
stycznej to

y = f'(a)(x - a) + f(a).

a a-+h

Przyktad 4.3.2 (pochodne z definicji). (a) f(z) = ¢ (stala): :hc =0, wiec f'(x) = 0. Stala
sie nie zmienia.

o (@+h)?—2?  2zh+h?

(b) f(z)== h A =2z + h — 2z, wiec (x2)’ = 2.
(¢) f(x) = |z| nie ma pochodnej w 0: iloraz % ma granice jednostronne 1 i —1. Wykres ma

tam ,ostry rég” i styczna nie istnieje. Funkcja rézniczkowalna jest zawsze ciagta, ale — jak
wida¢ — nie na odwrdt.

Przyktad 4.3.3. Styczna do paraboli y = 22 w punkcie z = 1: f/(1) = 2, f(1) = 1, wiec
y=2x—-1)+1=2z—-1.

W praktyce pochodnych nie liczymy z definicji, tylko z gotowych wzoréw.
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Twierdzenie 4.3.4 (pochodne funkcji elementarnych).

(¢)=0 (2%) = axot (a € R)
() =e® (a*) =a"Ina
1
(nay =1 (log, 2)' = ——
(sinz)’ = cosx (cosz) = —sinzx
1
(tgo) = cos?x (ctga)’ = sin?z
1
(arcsinz) = (arctgz) =

V1—22 1+ 22

Whiosek 4.3.5. Ze wzoru na (z%) dostajemy czesto uzywane szczegdlne przypadki:

1

@t (3) =Y =n WA =E =

T T

Twierdzenie 4.3.6 (reguly rézniczkowania).

e =cf' Gxaf=rxds Ga=rocsd, (D) T

Typowy btad

Pochodna iloczynu to nie iloczyn pochodnych: (z - z) = 2z, a (z)' - (z)) = 1. We wzorze na
pochodng ilorazu w liczniku jest minus, wiec kolejnos¢ sktadnikéw ma znaczenie.

Przyktad 4.3.7.
(a) (2 — 322+ 70x —4) =5z* — 62+ 7.

2 2

(b) (sinzcosz) = cosz - cosz +sinx - (—sinz) = cos® x — sin® x = cos 2z.

x? ’_2x(x—1)—x2'1 P -2
O (75) T
(d) (22e%) = 2we® + x%e® = ze®(2 + ).

Twierdzenie 4.3.8 (pochodna funkcji zlozonej, ,reguta tancuchowa”).

(9(f (@) =g (f(2)) - f'(x).

Stownie: pochodna funkcji zewnetrznej (obliczona w funkcji wewnetrznej) razy pochodna funkcji
wewnetrznej.

Przyktad 4.3.9.
(a) h(z) = (22 — 1)°. Zewnetrzna: ( - )°, wewnetrzna: 22 — 1. K/ (z) = 5(z — 1)* - 22 =
10z(2? — 1)

(b) h(z) = VZF1. W(zx)= 2\/%“ P \/ﬁL_H

(c) hiz) =e3%. H(zx)=e3".(=3)=—3e73.
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(d) h(z) =Insinz. h(x)=

- -cosx = ctgx.
sinz

(e) Przy wielu ,pietrach” mnozymy pochodne kolejnych pieter: ( sin? (33:))/ = 2sin(3z)-cos(3z)-
3 = 3sin(6z).

W laboratorium: szybko$¢ wzrostu populacji

Dla N(t) = Npe™ mamy N'(t) = Noe™ - r = r N(t). Szybko$¢ wzrostu jest proporcjonalna
do aktualnej liczebnosci — im wigecej bakterii, tym szybciej przybywa nowych. To réwnanie
N’ = rN jest najprostszym przykladem réwnania rézniczkowego; takie réwnania opisuja
dynamike populacji, kinetyke reakcji czy farmakokinetyke.

Zadanie 4.3.10. Oblicz pochodne funkcji:

(1) 22® — 6z + 5, (6) (22 —22)3, (11) Va2 —4x + 3,
(2) z%€, (7) In(z* —4), (12) 2v1— a2,

(3) sin(5z — 3), () % (13) In(inz),

(4) en'-20, (9) 212 4 223, (14) arctg/z,

(5) & —sinx cosz, (10) 2 (nz — 1), (15) 7 _e:ez

4.4. Przedziaty monotonicznosci i ekstrema funkgji

Pochodna to nachylenie stycznej. Jesli jest dodatnia, wykres ,idzie w gére” — funkcja rosnie;
jesli ujemna — maleje. W szczytach i dotkach styczna jest pozioma, wiec pochodna jest réwna
Z€ero.

Twierdzenie 4.4.1 (monotonicznosé). Niech f bedzie rézniczkowalna na przedziale P.

o Jedli f/ > 0 na P (z wyjatkiem co najwyzej pojedynczych punktéw, gdzie f' = 0), to f jest
silnie rosnaca na P.

o Jedli f/ < 0mna P (z tym samym zastrzezeniem), to f jest silnie malejaca na P.

e Jedli f/ =0 na calym P, to f jest stala na P.

Typowy bfad

Twierdzenie dziala tylko na przedzialach. Dla f(z) = 1 mamy f'(z) = —25 < 0 wszedzie,

ale f nie jest malejaca na R\ {0} (bo f(—1) < f(1)) — jest malejaca osobno na (—o0,0) i na
(0, 00). Przedzialy monotonicznosci podajemy wiec osobno, nie taczac ich znakiem U.

Przyktad 4.4.2. Wyznaczmy przedziaty monotonicznoéci f(x) = 23 — 322.
f'(x) =32 — 62 = 3x(z — 2).

Parabola 3z(z — 2) ma ramiona w gére i pierwiastki 0, 2: f* > 0 na (—00,0) i (2,00), f' < 0 na
(0,2). Zatem f jest silnie rosnaca na (—oo,0] i na [2, 00), silnie malejaca na [0, 2].
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Definicja 4.4.3. Funkcja f ma w punkcie ¢ maksimum lokalne, jesli f(a) > f(z) dla
wszystkich = z dziedziny dostatecznie bliskich a, i minimum lokalne, jesli f(a) < f(x) dla
takich z. Maksima i minima lokalne to ekstrema lokalne.

Twierdzenie 4.4.4 (warunek konieczny). Jedli funkcja rézniczkowalna f ma ekstremum lokalne
w punkcie wewnetrznym a, to f'(a) = 0.

Typowy bfad

f'(a) = 0 nie wystarcza: f(z) = 2% ma f'(0) = 0, ale w zerze nie ma ekstremum — funkcja
rosnie po obu stronach.

Twierdzenie 4.4.5 (warunek wystarczajacy). Jedli f’(a) = 0 i pochodna zmienia znak w a:
e 7z + na — (idac od lewej do prawej) — w a jest maksimum lokalne;
e 7z —na + — w a jest minimum lokalne;
« jesli znak sie nie zmienia — ekstremum nie ma.

Przyktad 4.4.6. Wyznaczmy ekstrema lokalne f(x) = }1:1:4 — 23+ 1.

Krok 1. f/(z) =23 — 322 = 2%(z — 3).

Krok 2. Miejsca zerowe pochodnej: x = 0 (dwukrotne) i z = 3.

Krok 3: tabela znakéw.

z | (-00,00 0 (0,3) 3 (3,00)
f'(x) - 0o - 0 +
f(z) p¥ N\ min A

W 2 = 0 pochodna nie zmienia znaku — brak ekstremum. W z = 3 zmienia znak z — na + —
minimum lokalne f(3) =8l — 2741 = -2,

Wartosé najwieksza i najmniejsza na przedziale domknietym. Funkcja ciagla na
przedziale [a, b] zawsze osiaga warto$é najwieksza i najmniejsza. Aby je znalezé:

1. znajdujemy punkty z wnetrza (a,b), w ktérych f'(z) = 0;
2. obliczamy wartosci f w tych punktach oraz na koricach a i b;
3. najwicksza z tych liczb to warto$¢ najwigksza, najmniejsza — warto$¢ najmniejsza.

Przyklad 4.4.7. Najwieksza i najmniejsza wartosé f(z) = e?*+7 (22 +2z —1) na [—4, 1]. Z reguty
iloczynu i tancuchowej:

f(z) = 22T (2?2 + 22 — 1) 4 217 (20 4 2) = 217 (22 + 3z) = 2¥ T2 (z + 3).

Zera pochodnej: x = 0 i * = —3 (oba w przedziale). Wartoéci: f(—4) = 7e™!, f(=3) = 2e,
f(0) = —€7, f(1) = 2¢%. Wartoéé najwicksza to 2¢? (w = 1), najmniejsza to —e’ (w z = 0).

Przyklad 4.4.8 (optymalizacja). Z kwadratowego arkusza blachy o boku 36 cm wycinamy
w rogach kwadraty o boku z i zaginamy boki, tworzac otwarte pudetko. Przy jakim z objetosé
jest najwieksza?

Model. Podstawa ma bok 36 — 2z, wysokosé¢ z: V(z) = (36 — 2z)? = 4z(x — 18)%, z € [0, 18].
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Pochodna. V'(z) = 4(x — 18)2 + 8x(x — 18) = 4(x — 18)(3z — 18) = 12(x — 18)(x — 6).

Kandydaci. Wnetrze przedziatu: z = 6. Konce: V(0) = V(18) = 0; V(6) = 6-242 = 3456. Nalezy
wycigé kwadraty o boku 6 cm; pudetko ma objetoéé 3456 cm?.

W laboratorium: kiedy stezenie leku jest najwyzsze?

Po podaniu doustnym stezenie leku we krwi (w mg/L, czas w godzinach) opisuje
w uproszczeniu wzor C(t) = 10te t/2, ¢t > 0: lek najpierw sie wchlania, potem jest
eliminowany. Z reguty iloczynu

C'(t) = 10e7/2 410t - e7t/2 . (=1) = 5e7/2(2 —1).

Poniewaz e %2 > 0, znak C” zalezy tylko od 2—¢: dodatni dla ¢t < 2, ujemny dla ¢ > 2. Stezenie
jest wiec najwigksze po 2 godzinach i wynosi C(2) = 20e™! ~ 7,4mg/L. W farmakologii te
warto$¢ nazywa sie Cpax, a moment jej osiggniecia — timax.

Zadanie 4.4.9.

(1) Wyznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema lokalne funkeji: z(3—x)?, ja!—22%+3,
227, 3zt — 813 — 1822 +1, av4d—22, xe®, x-— % —3lnuz.

(2) Wyznacz warto$¢ najwieksza i najmniejsza: 23 — 3z — 1 na [~2,3], 22%¢® na [-3,1],
sin2x — x na [—-F, 7], 1“7;” na [1,e%/3].

(3) Jakie wymiary powinna mie¢ puszka w ksztalcie walca o najwigkszej objetosci, jesli na jej
wykonanie zuzywamy 50 cm? blachy?

(4) Nalezy zrobié prostopadloscienna skrzynke z pokrywka o objetoéci 72 cm?, ktérej krawedzie
podstawy sa w stosunku 2 : 1. Jakie wymiary minimalizuja pole powierzchni?
(5) Stezenie leku opisuje C(t) = Ate ™ (A, k > 0). Wykaz, Ze tmax = 1, 1 oblicz Crax.

A

Odpowiedz: Crpax = —.
ke

4.5. Wklestos¢, wypuktosc i punkty przegiecia

Definicja 4.5.1. Jedli f/ jest rézniczkowalna, to f” := (f’)’ nazywamy druga pochodng funkcji
f-

Funkcja jest wypukla, gdy jej wykres ,,wygina sie w gére” jak miska (~—) — nachylenie stycznej
rosnie; wklesta, gdy wygina sie w dét jak kopula (—) — nachylenie maleje. Punkt przegiecia
to miejsce, gdzie wypuklosé zmienia sie na wklestos¢ lub odwrotnie. Skoro wypukltosé to
,rosnaca pochodna”, a o wzroscie funkcji decyduje znak jej pochodnej, to o wypuktosci
decyduje znak f”.

Twierdzenie 4.5.2. Niech f bedzie dwukrotnie rézniczkowalna na przedziale P. Jesli f” > 0 na
P, to f jest wypukla na P; jesli f” < 0 — wklesta. Jesli f”(a) = 0 i f” zmienia znak w a, to a
jest punktem przegiecia.
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Typowy btad

Samo f”(a) = 0 nie wystarcza: dla f(z) = z* mamy f”(0) =0, ale f”(x) = 1222 > 0 po obu
stronach — funkcja jest wszedzie wypukla, przegiecia brak.

Przyklad 4.5.3. Dla f(z) = 2% — 32%: f"(x) = 6z — 6. Jest ujemna dla = < 1 i dodatnia dla
x > 1, wiec f jest wklesta na (—oo, 1], wypukla na [1,00), a x = 1 jest punktem przegiecia.

W laboratorium: krzywa logistyczna

Populacja w srodowisku o ograniczonych zasobach nie rosnie wyktadniczo w nieskoniczonosé,
tylko dazy do pojemnosci $rodowiska K. W najprostszym przypadku (K = 1, czas
w odpowiednich jednostkach) opisuje to funkcja logistyczna

1

Lt) = ——.

®) 1+e?
—t

Z reguly laricuchowej L'(t) = ﬁ, co — jak tatwo sprawdzi¢ — réwna sie L(t) (1 — L(t)).
e

Roézniczkujac jeszeze raz: L"(t) = L'(t)(1—2L(t)). Poniewaz L' > 0, znak L” zalezy od 1—2L:
L">0dlaL<i,  L'<O0daL>1.

Punkt przegiecia przypada wiec tam, gdzie populacja osiaga polowe pojemnoéci $rodowiska.
Witedy przyrost jest najszybszy; dalej przyrost stabnie, bo zaczyna brakowa¢ zasobéw. Ten
sam ksztalt ,litery S” maja krzywe wzrostu hodowli, krzywe wiazania tlenu przez hemoglobine
i krzywe dawka—odpowiedz.

punkt przegiecia

Zadanie 4.5.4. Wyznacz przedzialy wypuklosci i punkty przegiecia: z* — 2422 + 62 + 5,

V4 — 22, 22_31’, 3zt — 823 — 1822 +1, xe ”.

4.6. Reguta de I'Hospitala

Twierdzenie 4.6.1 (regula de ’'Hospitala). Jesli lim,_,, % jest symbolem g lub 22, funkcje u,

i . e L o (z)
v sa rozniczkowalne w poblizu a i istnieje granica lim,_,q V) o

Twierdzenie zachodzi takze dla granic jednostronnych i dla a = +o0.

Typowy btad

RézZniczkujemy licznik i mianownik osobno — to nie jest pochodna ilorazu! Przed kazdym
uzyciem reguty sprawdzamy, ze naprawde mamy 8 lub 2.
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sinx g .. cosx

04 o i = =
Przyktad 4.6.2 (symbole 5 i %2). (a) aljlg%) . il—% . 1.
1-— i 1
(b) lim ﬂ O i 2T H gy E8T 2 (regule mozna stosowaé wielokrotnie).
z—0 T z—0 2x z—0 2 2
1 1 2
(c) :cll}I—Eoo% 2 zEI}Llool/(Q/jE) = xETooﬁ = 0 (logarytm ros$nie wolniej niz kazda
potega)
22 g 2z g 2
(d) lim — = lim — = lim — =0 (eksponenta rosnie szybciej niz kazdy wielomian).
z—+o0 e¥ z—+oo e¥ z—+oo et

Inne symbole nieoznaczone sprowadzamy do 8 lub =
oo

n . . Inz g . 1/x .
e 0-00: wv=—; mnp. lim zlnz= lim — = lim —— = lim (—x) =0.
1/v P z—0+ a0t 1)z asot —1/22 x—>0+( )
, . . ) 1 1
e o0 — oo: sprowadzamy do wspdlnego mianownika; np. lim { — — =
z—>1\Inz x-—1

. rz—1—Inx 1
lim = —

lim m 5 (dwukrotnie de I’'Hospital).

o 1,09 oo korzystamy z u’ = e’ i liczymy granice wyktadnika; np. lim+ ¥ =
z—0
lim *"% = ¢0 = 1.
z—07t
Zadanie 4.6.3. Oblicz granice:
=1 97 (9) lim z'/®
Inz o 2020 (10) lim(cos 23:)3/”“"2,
(2) I =5 (6) Jim =5e 250
T —sinx i & im pl/(1—=)
(3) lim ne (7) wli>r(r)1+x Inz (a>0), (11) il_)nllir ,
z—0 x
e —1—x . 1 1 . sin(z® — 1)
im-—~— % 8) lim | ——— — —= |, * S S
W g C1m ® i (G- m) 02 %m0

4.7. Badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Zbierzmy wszystko w jeden schemat. Aby zbadaé przebieg zmiennosci funkcji i narysowaé jej
wykres:

(i) wyznaczamy dziedzine, miejsca zerowe i punkt przeciecia z osia y;
(ii) liczymy granice na koncach przedzialéw dziedziny;
(iii) wyznaczamy asymptoty (pionowe, poziome, ukosne);
(iv) liczymy f’, wyznaczamy przedzialy monotonicznosci i ekstrema;
(v) liczymy f”, wyznaczamy przedzialy wypuklosci i punkty przegiecia;
(vi) zbieramy wyniki w tabeli i rysujemy wykres.
x

Przyktad 4.7.1. Zbadajm T)=—5-"°.

y jmy f(z) = — 1
(i) Dziedzina: R (mianownik zawsze > 1). Miejsce zerowe: x = 0; przeciecie z osia y: (0,0).

Funkcja jest nieparzysta.
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- Ty =

pionowych brak (funkcja jest ciagla na R).
2
. oy @) —z-20 (1-2)(1+2)
(iv) f'(z)= (22 +1)2 - (22 4+ 1)2
i f’ <0 poza [—1,1]. Minimum lokalne f(—1) = —3, maksimum lokalne f(1) = 3.
2x(z? — 2x(z —
(v) Po uproszczeniu f”(x) = (Z(;+ 1)?;) = zl@ (3:\2/:—;1—)(13;34_ \/3) Zera: —/3, 0, v/3. Wezyk:
" < 0mna (—oo,—v/3) i (0,v/3) (wklesta), f” > 0 na (—/3,0) i (v/3,00) (wypukla). Punkty
przegigcia: (—\/_,—‘/Tg), (0,0), <\/§ ‘/T§>

(vi)

= 0, wiec y = 0 jest asymptota pozioma. Asymptot

. Mianownik jest dodatni, wiec f' > 0 na (—1,1)

z | (00, —v3) 3 (=v3-1) -1 (-10) 0 (01 1 (1L,v3) V3 (V3

Vid - - - 0 + + + 0 — -
/" - 0 + + + 0 — - 0 +
f N przeg. Ne— min '~  przeg. S~ max N\~  przeg. Ne—
Y
1
2
; x
31 1 3
A
2

W laboratorium: kinetyka Michaelisa—Menten

Szybkoéé reakcji enzymatycznej v w zaleznosci od stezenia substratu S > 0 opisuje wzor

Vinax S
v(S) = —KMa—i— &

gdzie Vipax > 0 to szybko$é maksymalna, a Kj; > 0 — stata Michaelisa. Zbadajmy te¢ funkcje.

o v(0) = 0: bez substratu reakcja nie zachodzi.

v
o lim v(9) = lim 28— Vipax: prosta v = Vipay jest asymptota poziomg — enzym

S—o0 S—o0 TM +1

sie ,nasyca’”.

V X K S - V XS V XK ’ 7 20
e v'(9) max (;\(4 ++ 2)2 ma = (Kma+g[)2 > 0: szybko$¢ zawsze roSnie ze
M M
stezeniem substratu.
2V rnesal®
o V"(S) = —ﬁ < 0: funkcja jest wklesta — kazdy kolejny dodatek substratu
M

przyspiesza reakcje coraz mniej.

Vinax K Vi
o v(Ky) = I;;QMM = lgax: stala Michaelisa to stezenie, przy ktérym reakcja

biegnie z polowa szybkosci maksymalnej.
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Vmax r-—~—""F7"T"""~>"~>"~"""~""~>""~"~"~"7"7"7¥Y"7¥™7¥"7¥” 7 *" °7” *"*~" *”" ~"°=°”°°

Vinax |

; S
K
Zadanie 4.7.2.
(1) Zbadaj przebieg zmiennosci i naszkicuj wykres:

(a) $3+$2—16x’ 1'2“—41'—5 :l?2+$+1

©) ——=— (€) —5—

-3 -1
3z —1 322 — Tx + 2 3

b) —— d) —/————M~, ) —
®) o1 &) — 7 0 5

(2) *Zbadaj przebieg zmiennosci: (x — 5)e? =% In|1 —In|z]|.

(3) Dla enzymu o Vipax = 10 gmol/min i Kj; = 2mM: przy jakim stezeniu substratu reakcja
osigga 90% szybkosci maksymalnej?

Odpowiedz: S = 9Ky = 18 mM.
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5. Catka funkcji jednej zmiennej

Calka to operacja odwrotna do pochodnej. Jesli pochodna z liczby bakterii daje szybkosé
wzrostu, to catka z szybko$ci wzrostu daje przyrost liczby bakterii. Geometrycznie calka
oznaczona to pole pod wykresem. W farmakologii pole pod wykresem stezenia leku (AUC,

area under the curve) mierzy, ile leku faktycznie ,zobaczyl” organizm.

5.1. Funkcja pierwotna (catka nieoznaczona)

Definicja 5.1.1. Niech f bedzie funkcja okreslong na przedziale P. Kazda funkcje rézniczkowalna
F taka, ze

F'(z) = f(x) dla x € P,
nazywamy funkcja pierwotna (calka nieoznaczona) funkeji f i zapisujemy / f(z)dx = F(x).
Szukanie funkcji pierwotnej nazywamy catkowaniem.

Przyklad 5.1.2. [coszdz =sinx, bo (sinz) =cosz. [z?dx = %1‘3, bo (§$3)/ = z2.

Uwaga 5.1.3 (stala calkowania). Jesli F' jest funkcja pierwotna f, to F' 4+ C tez nia jest dla
dowolnej stalej C' (bo pochodna stalej to zero). Dlatego piszemy

/f(x)d:sz(:L')—i-C.

W dalszym ciagu czesto bedziemy stala C' pomijaé. Wynik catkowania zawsze mozna sprawdzic,
rozniczkujac go — warto to robié.

Twierdzenie 5.1.4 (caltki podstawowe).

dz=In|z|+C

/e””da:zex—kC /xdxz——f-C
Ina

Sl

S|

/sin:zd:c:—cos:c—i—C coszdxr =sinz + C

=arctge + C

/ dx e, :

cos? x 1+=x

=arcsinz + C

=
Twierdzenie 5.1.5 (liniowosé). / (f(z)*tg(z)) dz = /f(a:) dxi/g(av) dz, /Af(I) dz =

A/f(:v) dz

Przyktad 5.1.6.

1
(a) /(x3—5x+2)dx=Zx4—gx2+2x+0.
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1 2 1 4 1
(b) /(T —a:) dz = /(— —2\/54-&62) dz = Inlz| — §x3/2 + §x3 + C. Najpierw
x x

rozwineliémy kwadrat i zamieniliSmy pierwiastki na potegi — calki iloczynu nie liczy sie
jako iloczyn calek!

ltayo+ o —2 . -1/2 , -5/3 _ 1 3
(C)/wa—/<$ N AT )dm_—5+2\/5—23—\/$_2+0.

Typowy btad

J 2~ dz nie liczymy ze wzoru na potege (wyszloby dzielenie przez zero) — to jest In |x|.

Zadanie 5.1.7. Oblicz calki (i sprawdz wynik rézniczkowaniem):

(1) f@—6x+32®—2®)dz, (3) [(v+ %)2 dz, (5) [(3 = 5z)y/xdz,
N © [ 5

5.2. Metody catkowania

Calkowanie przez czesci.

Twierdzenie 5.2.1. Jedli u i v maja ciaggte pochodne, to

/uv'dm:uv—/u/vdx.

To po prostu wzér na pochodna iloczynu (uv) = u'v + wv’, scalkowany i przeksztalcony.

Intuicja: co wybra¢ za u?

Wzér przerzuca pochodna z jednego czynnika na drugi. Za u wybieramy czynnik, ktory po

zrézniczkowaniu sie upraszcza (wielomian obniza stopien, Inz zamienia si¢ w %), aza v —

T

taki, ktory tatwo scatkowaé (e”, sinx, cosz). Wyjatek: przy Inx zawsze bierzemy u = Inz,

bo jego calki nie znamy.

Przyktad 5.2.2.
a) [ze"da: u=z,v =¢*, wieccu' =1, v=¢" [ze*dr=uxe" — [e"dz=uze” — "+ C.

(b fa:cosa:dx:uzx,v’zcosx,u’zl,vzsina:: =a:sina:—fsinxd:c=xsinx+cos:c+C.

(
(d 1,2

C o — I — 1.2, _ 1.2 _(Ll,2 1 = 1.2 _ 1.2
fwlnwdx.u—lnx,v—m,v—Qx. =52 Inx 57 ~dr = srflnw — 32° + C.

2

)

¢) [lnzdr = [lnz-1dz: u=lnz,v'=1,v =2 v=2: =zlne—[z-2dr=ahz—2+C.
)
) 2

(e) [a?sinxdz — czedei stosujemy dwa razy: u = 2%, v = — cosx daje —2” cosz+2 [z cosz dz,
a ostatnia catke policzyliémy w (b): [z?sinzdz = —22cosz + 2zsinz + 2cosz + C.

Uwaga 5.2.3. Calki [p(z)e”dx, [p(z)sinzdz, [p(z)coszdz (p — wielomian) liczymy przez
czedci tyle razy, ile wynosi stopien p, za kazdym razem biorac v = wielomian.

Zadanie 5.2.4. Oblicz przez czeéci: [zsinzdz, [(22—1)coszdz, [z2%e®dz, [2"lnadz
(neN), [ze *da.
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Catkowanie przez podstawienie.

Twierdzenie 5.2.5. Jedli f jest ciagla, a ¢ ma ciggla pochodna, to

/ f(9(2)) ¢'(x) dz = / F(t)dt ngw

To reguta tancuchowa ,,0d tytu”. Szukamy w funkcji podcatkowej jakiej$ funkcji wewnetrznej
g(z), ktorej pochodna réwniez stoi pod catka (jako czynnik). W praktyce postepujemy
rachunkowo:

1. wybieramy t = g(x);
2. rézniczkujemy: dt = ¢'(x) d;
3. zamieniamy wszystko na ¢ (ma nie zosta¢ zadne x), catkujemy;

4. wracamy do zmiennej x.

Przyktad 5.2.6.
a) [2xV1+a22dz. Niech t = 1+ 2?; wtedy dt = 2z dz, wige [Vtdt = 2t3/2 +C = %( +

m2)3/2+C’.
e x. Niech t = =3z, dt = —3dx, czyli do = — et t=— +
—3% dz. Niech 3z, d 3d li d d 3T 4 C.
(c) af_fb (a #0). Niech t = az +b, dz = Ldt: lf@:lln|0mc+b|—i-0.

d) [sin®zcoszdz. Niech t =sinz, dt =coszda: [#3dt = Lsin*z 4+ C.

Whiosek 5.2.7 (przydatny wzor). Gdy w liczniku stoi pochodna mianownika (¢t = g(z)):

J'(x) / x 1/ 2z 1 9
dr =1 . Np. ——dr==- | 5——dz =21 4 .
/g(:c) z=Inl|g(z)|+C p =5 mpde=3 n(z”+4)+C

Zadanie 5.2.8. Oblicz calki, stosujac podane podstawienie:

(1) f;%dx, t=a?— 3z +4, (6) [2?sinz®dz, t=a?,

(2) [zvaz?+bdz, t=az®+0b, (7) [etbdz, t=az +b,

(3) [sin(az +b)dz, t=az +b, (8) m, t=2uz,

(4) [tgzdz, t=cosz, 9) [zvz —3dz, t =z -3,
(5) [ i5enz dz, t=1+sina, (10) f%xrxdm, t = cosz.

5.3. Catka oznaczona

Intuicja: pole pod wykresem

Chcemy obliczy¢ pole obszaru pod wykresem dodatniej funkcji f nad przedzialem [a,b].
Dzielimy przedzial na waskie paski, kazdy pasek zastepujemy prostokatem o wysokosci rownej
wartoéci funkcji w ktéryms punkcie paska i sumujemy pola prostokatéow. Im wezsze paski,
tym lepsze przyblizenie; w granicy dostajemy doktadne pole. Te granice nazywamy calka
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oznaczong i oznaczamy

/ab f(z)dz.

Yy Y

x f ; x

Symbol [ to wydluzona litera S (od summa), a dz przypomina o szerokoci ,nieskoficzenie
waskiego” paska.

Dla chetnych: catka Riemanna

Niech f bedzie ograniczona na [a,b]. Dla podzialu ¢ = 29 < 21 < -+ < =z, = b i dowolnie
wybranych punktéw &; € [z;_1,2;] tworzymy sume posrednig o = Z;nzl f(&)(xj —xj_q). Jesli
przy dlugoéci najdluzszego odcinka podziatu dazacej do zera sumy posrednie zawsze daza do tej samej
liczby (niezaleznie od wyboru podziatéw i punktéw &;), to te liczbe nazywamy catka Riemanna

f; f(z)dz, a f — funkcja calkowalng. Kazda funkcja ciagla na [a,b] jest calkowalna. Przykladem
funkcji niecatkowalnej jest funkcja réwna 1 w punktach wymiernych i 0 w niewymiernych: wybierajac
&; wymierne, dostajemy sumy réwne b — a, a niewymierne — sumy réwne 0. Sciste pojecie pola zbioru
(tzw. miara Jordana) definiuje si¢ podobnie, pokrywajac zbiér coraz drobniejszymi prostokatami.

Uwaga 5.3.1. Jedli f przyjmuje wartosci ujemne, to czedci pola pod osia z liczg si¢ w calce ze
znakiem minus. Np. f027r sinzdz = 0, bo ,gérna” czes¢ pola (nad [0,7]) i ,dolna” (nad [r,27]) sa
rowne.

Twierdzenie 5.3.2 (wlasnosci catki oznaczonej).

/ab(fig)=/abfi/:g, /:Af=A/:f, /abf=/:f+/cbf (a<c<b).

Najwazniejsze twierdzenie tego rozdzialu laczy calke oznaczona (pole) z funkcja pierwotna
(odwrotnoscia pochodnej):

Twierdzenie 5.3.3 (podstawowe twierdzenie rachunku catkowego, wzér Newtona—Leibniza).
Jedli f jest ciagla na [a,b], a F jest dowolna jej funkcja pierwotna, to

b

b
/ f(z)dz = F(z)| := F(b) — F(a).

a

Jedli f = F’ to szybko$é zmian wielkosci F', to suma przyrostéw na malych odcinkach (=

f(x) Ax) daje taczny przyrost F'(b)— F(a). Pole pod wykresem szybkosci to catkowita zmiana.

Przyktad 5.3.4.
2 142 8 1
2 3
d = — = —- — — = —,
(a) /1 e”dz = gz 37373
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7'('

(b) / sinzdx = —cosx
0 0

sinusoidy wynosi dokladnie 2.

= —cosm — (—cos0) = 1+ 1 = 2. Pole pod jednym ,tukiem”

1 1
(c) ze® dx = (xe” — e¥)

0
podrozdziatu).

=(e—e)—(0—-1) =1 (funkcja pierwotna z poprzedniego

0

Typowy btad

Stalej catkowania C' w calce oznaczonej nie piszemy — i tak sie skraca: (F'(b)+C)—(F(a)+C) =
F(b) — F(a). Wynikiem calki oznaczonej jest liczba, a nie funkcja.

Zadanie 5.3.5. Oblicz:

(1) f(;'r/2 cosx dz, (4) [y wsinzdx, (7) fol(l — Vz)%dz,
(2) f12 1_12(1«’”, (5) OW/Q sin® z dz, (8) f_11(4x2 —2z)e?* du,
(3) fOl V1 — x2dx, (6) fle Inzdz, 9) f02 zzL_deE-

£ . __ 1l—cos2x
Wskazéwka do (5): sin? z = 1299322

5.4. Zastosowania catki oznaczonej

Twierdzenie 5.4.1 (pole miedzy wykresami). Jedli g(x) < f(z) dla = € [a,b], to pole obszaru
miedzy wykresami wynosi

b
|D| = / (f(z) — g(z)) da (,gérna minus dolna”).

Przyktad 5.4.2. Obliczmy pole obszaru ograniczonego parabola y = 2 —2x i prosta y = —x +2.
Krok 1: punkty przeciecia. 22 —2r=-—2+4+2 <= 22 -2 -2=0 <= o= —-1lubxz =2.

Krok 2: ktéra funkcja jest wyzej? Dla x = 0 (miedzy —1 a 2): prosta ma warto$¢ 2, parabola 0 —
prosta jest wyzej. Szkic zawsze pomaga:

Krok 3: catka.

| ©

B _:c3+:c2+2x ‘2 S0 /7
- 3 2 -1 3 6)
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W laboratorium: pole pod krzywa (AUC)

Po dozylnym podaniu leku jego stezenie we krwi maleje wykladniczo: C(t) = Cpe™*. Niech
Co = 8mg/L, k = 0,2h~!. Miara calkowitej ekspozycji organizmu na lek w ciggu pierwszych
10 godzin jest

10 e—O,Qt 10
AUCq_19 = / 8e 02t dt =8 - 03 ‘O =—40(e7?—1) =40(1 — e ?) ~ 34,6 mg-h/L.
0 — Yy
Srednie stezenie w tym czasie to pole podzielone przez dilugo$é przedzialu: % R

3,46 mg/L. Ogdlnie $rednia warto$¢ funkcji na [a, b] definiuje sie jako ﬁ ff f(z) dz.

Dla chetnych: catka niewtasciwa

Calkowitg ekspozycje ,,do korica” liczy sie jako granice: fooo f(#)dt == limp_, fOT f(t)dt. W ramce
powyzej fOT 8e= 02t dt = 40(1 — e %2T) — 40, wigc AUCy oo = 2 = 40mgh/L, choé¢ przedzial
calkowania jest nieskoriczony. Poréwnujac AUC po podaniu doustnym i dozylnym, wyznacza si¢
biodostepnosé leku.

W laboratorium: od szybkosci do ilosci

Bioreaktor wytwarza biatko w tempie p(t) = 100e/'°mg/h (t w godzinach). Ile biatka
powstanie w ciagu pierwszych 10 godzin? Szybkosé to pochodna ilosci, wiec ilosé to catka
z szybkosci:

10 10
/ 100e'/1° d¢ = 1000€!/1° , = 1000(e — 1) ~ 1718 mg.
0

Zadanie 5.4.3.

(1) Oblicz pole obszaru ograniczonego krzywymi: (a) y = 22 iy = x; (b) y = 2(z + 1)?
iy=(@+12+4 (ort+y=9izy=14; (d)y=62vV1—-22 0<x<1,iosigz;
(e) vy’ =4x iy =2x —4 (wskazéwka: rozbij obszar prosta r = 1; wynik: 9).

(2) Stezenie leku po podaniu doustnym opisuje C(t) = 10t e *?mg/L (por. Podrozdzial 4.4).
Oblicz AUCO,(;.

Odpowied?: 40 — 160e=3 ~ 32,0 mg-h/L (catkowanie przez czesci).

(3) Szybko$¢ wzrostu masy hodowli wynosi m/(t) = 0,3¢%3 g/h. O ile wzro$nie masa hodowli
miedzy 2. a 5. godzina?

Odpowied?: ' — %6 ~ 2,66 g.

49



6. Funkcje dwoch zmiennych

W laboratorium rzadko co$ zalezy od jednego czynnika. Wydajnos¢ hodowli zalezy od
temperatury ¢ pH, szybkos¢ reakcji — od stezen dwdch substratéw. Funkcja dwdch zmiennych
f(z,y) przypisuje kazdej parze liczb (x,y) jedna liczbe. Jej wykres to juz nie krzywa, ale
powierzchnia w przestrzeni — co$ jak mapa terenu, na ktorej f(x,y) jest wysokoscia nad

punktem (z,y).

6.1. Zbiory na ptaszczyznie. Dziedzina i wykres
Dziedziny funkcji dwéch zmiennych sa podzbiorami plaszczyzny R? = {(z,y) : z,y € R}.
Przydadza sie nastepujace zbiory:
« koto otwarte (bez brzegu) o érodku (zg, yo) i promieniu r > 0: {(z,v) : (z — 20)? + (y —
2 _ .21,
yO) <r }a
e okrag: {(z,y): (z—0)* + (y —y0)* =r’};
o prostokat domkniety: [a,b] X [c,d] ={(z,y):a <z <b, c<y<d}.
Nieréwno$¢ y > g(x) opisuje obszar nad wykresem funkcji g, a y < g(x) — pod nim.

Przyktad 6.1.1. Zbiér {(z,y) : 22+y? < 2z}: przenosimy 2z na lewo i uzupetniamy do kwadratu:
2?2 —2r+1+9y? <1, ezyli (x — 1) + y* < 1. To kolo otwarte o $rodku (1,0) i promieniu 1.

Definicja 6.1.2. Funkcja dwéch zmiennych nazywamy przyporzadkowanie (z,y) — f(z,y) € R,
okreslone dla (z,y) z pewnego zbioru A C R2. Jesli podajemy tylko wzér, dziedzing jest zbiér
tych par, dla ktérych wzér ma sens. Wykresem jest zbiér punktéw przestrzeni {(z,y, 2) : (z,y) €

A7 = f(xay)}
Przyktad 6.1.3. f(z,y) = z—iy jest okreslona na calej plaszczyznie z wyjatkiem prostej y = x;

g(z,y) = /1 — 22 — y2 — na kole domknietym 2% +y? < 1; h(z,y) = In(xy) - tam, gdzie zy > 0,
czyli w I i III éwiartce (bez osi).

0 TSSO
LR
L

Rysunek 8: Wykresy: plaszczyzna, paraboloida eliptyczna (dotek z minimum w (0,0)) i ,siodlo”
(w (0,0) nie ma ekstremum).
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Intuicja: poziomice

Zamiast rysowaé¢ powierzchnig, czesto rysuje sie poziomice — krzywe f(x,y) = ¢ dla kilku
wartosci ¢, jak warstwice na mapie turystycznej. Dla h(x,y) = 22+ 2y? poziomicami sa elipsy
x? + 2y? = ¢, a przekroje plaszczyznami y = 0 i = 0 to parabole z = 22 i z = 232,

Zadanie 6.1.4.
(1) Narysuj sbiory: 22 +32 >y, |2l <y, el +lgl=1, max{jellol} <1, oy <2
(2) Wyznacz i narysuj dziedziny: In(zy), \/4_i2_y2, 1—elw+y’ Vy — x2.

6.2. Pochodne czastkowe

Jak zmienia sie f(z,y), gdy zmieniamy tylko z, a y trzymamy w miejscu? Wtedy f staje sie
zwykla funkcja jednej zmiennej x i mozemy policzy¢ jej pochodng. Tak dziata kazdy porzadny
eksperyment: zmieniamy jeden czynnik, pozostale utrzymujemy state.

Definicja 6.2.1. Pochodng czastkowa funkcji f wzgledem x w punkcie (xq,yo) nazywamy

8 : To + h7 - Zo,

fe(o,90) = a—i(azo,yo) = lim f(zo yo})L f (o yo),

L of f( h) — f( )
. X ) + - X s

fg;(x()?yO) = a_y(iv(),yo) = ,{11)% 0, Y0 . 0, Y0 '

W praktyce: liczac f,, traktujemy y jak stala (jak liczbe) i rézniczkujemy po z zwyklymi
wzorami; liczac f; — odwrotnie.

Przyktad 6.2.2.

(a) flx,y) = 2% — 2y +3y%. f.=2x—y (3y? to ,stala”, wiec znika; zy to ,stala razy z”),
fy = —x +6y. W punkcie (1,2): f;(1,2) =0, f,(1,2) = 11.

(b) f(w,y) = zsiny +e™. fi =siny+ye™, [, =xcosy+ze™.

(© fl@y) = 2 = Ll —y) ~m@+9). i =3 (35-55) = 7% o =

Definicja 6.2.3. Pochodne czastkowe pochodnych czastkowych to pochodne czastkowe
drugiego rzedu:

82 f 82 f 82 f
" — 1\/ 1 — — 1\/ 1 — — 1\/ 1 _— 4 _ 1\/
Txr T o2 (fz)a:? yT 8y833 (fz)yv Ty axay (fy)mv Yy y2 ( y)y'

"

yo Nazywamy mieszanymi.

"o
Pochodne f7, i

Uwaga 6.2.4. Dla wszystkich funkcji, ktérymi bedziemy sie zajmowaé¢ (majacych ciagte
pochodne drugiego rzedu), pochodne mieszane sa réwne: fy = f;.. To dobry sposéb na
sprawdzenie rachunkéw.

Przyklad 6.2.5. f(z,y) = 2%y — 3xy?® — 222%: f! = 2xy — 3y® — 4u, fy = x? — 6y,

flo=2y—4,  fl.=20-6y,  fl =206y,  fi =6z
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Zadanie 6.2.6.
(1) Oblicz pochodne czastkowe pierwszego rzedu: x%y +4xy®, 23 — 222y + 3y? — 5, ﬁw—nyg,
(3z —y)In(z? +y?), In =

(2) Oblicz pochodne czastkowe drugiego rzedu: x* —3x2y? + 2212, %, e, In(x?4y?),
arctg 2.

6.3. Ekstrema funkcji dwéch zmiennych

Definicja 6.3.1. Funkcja f ma w punkcie (z, yp) maksimum lokalne, jesli f(zo,yo) > f(z,y)
dla wszystkich (z,y) z pewnego kola o érodku (zo,yp), i minimum lokalne, jesli f(xg,y0) <
f(z,y) w takim kole. (Jesli nieréwnosci sa ostre poza samym $rodkiem — méwimy o ekstremum
wlasciwym.)

Twierdzenie 6.3.2 (warunek konieczny). Jesli f ma ekstremum lokalne w (zg,yo) i ma tam
pochodne czgstkowe, to

fe(@o,0) =0 i fy(xo,y0) = 0.

Punkty spelniajace ten uklad nazywamy punktami krytycznymi (stacjonarnymi).

Na szczycie gérki i na dnie dotka teren jest ptaski w kazdym kierunku, w szczegdlnosci ,na
wschod” (z) i ,na pélnoc” (y). Ale plasko jest tez na przeleczy (w siodle), gdzie w jednym

kierunku idziemy w goére, a w drugim w d6t — tam ekstremum nie ma (Rysunek 8, prawy).
Np. f(z,y) = xy ma f;(0,0) = £,(0,0) = 0, ale w (0,0) nie ma ekstremum.

Definicja 6.3.3. Wyrdznikiem funkcji f nazywamy wyznacznik

1 1" 9
— TxT xy| _ g/l gl 1
w = 1" n | Jxxlyy ( my) .
yr vy

Twierdzenie 6.3.4 (warunek wystarczajacy). Niech (xo, yo) bedzie punktem krytycznym funkcji
o ciggtych pochodnych drugiego rzedu.

o Jesli w(zg,y0) > 0, to w (zo,y0) jest ekstremum: minimum, gdy [V (zo,y0) > 0,
maksimum, gdy f2 (zo,y0) < 0.

o Jesli w(zg,yo) < 0, to ekstremum nie ma (punkt siodlowy).

o Jesli w(zg,yo) = 0, twierdzenie nie rozstrzyga — trzeba zbadaé¢ funkcje inaczej.

Intuicja: skad ten znak?

Dla funkcji jednej zmiennej f” > 0 oznacza ,miske” (minimum), a f” < 0 — ,kopule”
(maksimum). W dwéch wymiarach w > 0 méwi, ze w kazdym kierunku ksztalt jest ten
sam (miska albo kopula), a znak f rozstrzyga ktéry. w < 0 oznacza siodlo.

Przyktad 6.3.5. Wyznaczmy ekstrema lokalne f(z,y) = 2 + 3zy? — 62y.

Krok 1: punkty krytyczne.

fo=32"+3* —6y =0 P4y’ —2y=0
<~
fy = 6xy — 62 =0 z(y—1)=0.
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Z drugiego réwnania x = 0 lub y = 1. Jedli z = 0: y(y —2) =0, wiecy =0 lub y = 2. Jedli y = 1:
22 — 1 =0, wiec z = 1. Punkty krytyczne: (0,0), (0,2), (=1,1), (1,1).

Krok 2: wyréznik. f; = 6z, f;, =6y — 6, f; = 6z, wigc w = 3622 — 36(y — 1)2.

Krok 3: badamy kazdy punkt.

punkt  w 7 wniosek
(0,0) —36 brak ekstremum
(0,2) —36 brak ekstremum

(-1,1) 36 —6 maksimum lokalne, f(—1,1) =2
(1,1) 36 6  minimum lokalne, f(1,1) = —2

Przyktad 6.3.6 (gdy w = 0). Dla f(x,y) = 2° + y® jedynym punktem krytycznym jest (0,0)
i w(0,0) = 0. Ale f(z,0) = 23 jest dodatnie dla # > 0 i ujemne dla z < 0, a £(0,0) = 0 —
w kazdym kole wokét (0,0) sa punkty z wartosciami wiekszymi i mniejszymi, wiec ekstremum nie
ma. Natomiast dla f(x,y) = 22* 4 3y° tez w(0,0) = 0, ale f(z,y) > 0 = f(0,0) dla (x,5) # (0,0)
—w (0,0) jest minimum.

W laboratorium: krzywa kalibracyjna — metoda najmniejszych kwadratéw

Oznaczajac stezenie biatka metoda Bradford, mierzymy absorbancje y dla roztworow
wzorcowych o znanych stezeniach z (mg/ml):

z | 0 05 1 15 2
yi | 0,02 027 049 0,77 0,98

Punkty leza prawie na prostej, ale nie dokladnie (btedy pomiaru). Ktéra prosta y = ax + b
wybra¢? Taka, dla ktérej suma kwadratéw odchylen

5

S(a,b) = Z (yZ —ar; — b)2

=1

jest najmniejsza — to funkcja dwoch zmiennych a i b! Liczymy pochodne czastkowe (regula
laficuchowa):

SQ:_QZ%(yi—Mi—b):Oa Sé:_QZ(yi_axi_b)zo’

co daje uktad réwnan liniowych

adai +bY w =3 wiy; eayli 7,5a + 5b = 3,74
aY xi+bn=> vy 5a + 5b = 2,53.

Odejmujac réwnania: 2,5a = 1,21, a = 0,484, a stad b = 0,022. Wyrdznik: S/, = 2 Zx? =15,
Sy, = 2n =10, SY, = 2> x; = 10, w = 150 — 100 = 50 > 01 SY, > 0 — to rzeczywiscie
minimum.

Krzywa kalibracyjna: y = 0,484z 4 0,022. Prébka o absorbancji 0,60 ma wiec stezenie

B = % ~ 1,19mg/ml. Dokladnie tak dziala funkcja ,linia trendu” w arkuszu
kalkulacyjnym.

Zadanie 6.3.7.

(1) Wyznacz ekstrema lokalne:
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(a) 2% +5y? — 22 + 6y, (c) 6xy — x3 — o3, (e) %—Q—i-x—ély‘g,
(b) 2?y(4 -z +y), (d) a* +y* —day, (f) «* +4°.

(2) Wyznacz prostopadloscian o najwiekszej objetosci, ktérego pole powierzchni wynosi 54.
(3) Metoda najmniejszych kwadratéw dopasuj prosta y = ax+b do punktéw (1,2), (2,3), (3,5).

Odpowiedz: y = 1,5z + %

Wartos$é najwieksza i najmniejsza na zbiorze domknietym. Funkcja ciggla na zbiorze
domknietym i ograniczonym (np. tréjkacie, prostokacie, kole wraz z brzegiem) osiaga warto$é
najwieksza i najmniejsza. Moga one leze¢ wewnatrz zbioru (wtedy w punkcie krytycznym) albo
na brzegu. Algorytm:

1. znajdujemy punkty krytyczne lezace wewngtrz zbioru;

2. dzielimy brzeg na kawalki opisane wzorami typu y = p(z) lub « = ¢(y); na kazdym kawalku
f staje sie funkcja jednej zmiennej — szukamy zer jej pochodnej i dotaczamy konce kawatkow
(np. wierzcholki tréjkata);

3. obliczamy f we wszystkich znalezionych punktach i wybieramy najwigksza i najmniejsza
wartosc.

Przyktad 6.3.8. Wartoé¢ najwieksza i najmniejsza f(z,y) = 22 + y? — xy + = + y na tréjkacie
domknigtym T ograniczonym prostymi z = 0, y = 0, x + y + 3 = 0 (wierzcholki (0,0), (—3,0),
(0,=3)).

Whnetrze. f. =2z —y+1 =0, f; =2y —x+ 1= 0. Z pierwszego y = 2z + 1; wstawiamy:
dr+2—2+1=0,2=—1,y=—1. Punkt A =(—1,—1) lezy wewnatrz T; f(A) = —1.

Brzeg.
e boka=0,y€[-3,0: gy) =y* +y, ¢'(y) =2y +1=0dlay = —3; f(0,—3)=—7;
e bok y =0, x € [-3,0]: h(x) = 2% + z, zero pochodnej w x = — %; (—%,0):—%;

)
. boky— —:c—3 r € [-3,0]:i(z) = f(x,—2—3) =322+ 92+ 6, i'(r) = 62+ 9 = 0 dla
_ _3.
T = 27 f( _7) - T 1
o wierzcholki: f(0,0) =0, f(—3,0) =6, f(0,—3) =6.
Whiosek. Wartos$¢ najwigksza 6 (w wierzchotkach (—3,0) i (0,—3)), najmniejsza —1 (w punkcie

(—1,-1)).

Zadanie 6.3.9. Wyznacz wartoéé najwickszg i najmniejsza: 2y na kole 22 +¢y? < 1; 22+ 92
na zbiorze |z| + |y| < 1; 2% — 2y? + 3z — 6 na kole 22 + y2 < 9.
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7. Catka funkcji dwoéch zmiennych

Catka pojedyncza f(f f(z)dz to pole pod wykresem nad odcinkiem. Calka podwdjna
[Jp f(z,y)dzdy to objetosé bryly pod wykresem funkeji f (powierzchnia) nad obszarem
D na plaszczyznie. Jesli f to gestosé (np. liczba komérek na cm? dna naczynia hodowlanego),
to catka podwéjna daje catkowita iloéé (liczbe komoérek na calym dnie). Dobra wiadomosé:
catki podwdjne liczy sie, wykonujac po kolei dwie zwykle catki pojedyncze.

7.1. Catka podwadjna i jej interpretacja

Dla chetnych: definicja

Niech f bedzie ograniczona na prostokacie P = [a, b] X [¢, d]. Dzielimy P na matle prostokaty Pi, ..., P,
w kazdym wybieramy punkt (x;,y;) 1 tworzymy sume posrednia o = Z;nzl f(z;,y;) | P;|, gdzie |Pj]
to pole P; (kazdy skladnik to objetosé cienkiego stupka). Jesli przy coraz drobmiejszych podzialach
sumy posrednie zawsze daza do tej samej liczby, nazywamy ja caltka podwdjna f f p flz,y)drdy.
Dla ograniczonego zbioru E C P definiujemy [/ | jako catke po P z funkcji réwnej f na E i 0 poza
E.

Twierdzenie 7.1.1 (interpretacja geometryczna). Jesli f(z,y) > 0 na zbiorze D, to

// f(z,y) dx dy jest objetoscia bryly {(z,y,2) : (z,y) € D, 0 < z < f(z,y)}. W szczegdlnosci
D

[Jp 1dxdy to pole zbioru D.

Twierdzenie 7.1.2 (wlasnoci). Calka podwéjna jest liniowa: [[,(f £9) = [[pf+ [[p9
[JpAf = A [[, f. Jesli D jest podzielony na dwa rozlaczne kawatki Dy, Dy, to [[, f = ffDl f+

ffDQ f'
7.2. Obliczanie catek podwéjnych

Calka po prostokacie.

Twierdzenie 7.2.1 (Fubiniego). Jesli f jest ciagla na prostokacie P = [a,b] X [c, d], to

//Pf(:v,y)da:dyZ/ab (/cdf(az,y)dy) dx:/cd (/abf(aj,y)dx) dy.

Prawe strony to calki iterowane; zapisujemy je tez jako f; dz fcd f(z,y) dy.

Najpierw calkujemy ,wewnetrzna” caltke po y, traktujac x jak stala (zupeklie jak przy
pochodnych czastkowych) — to daje pole przekroju bryly plaszczyzna ,x = const”. Potem

calkujemy te pola przekrojéw po z, co daje objetos¢ (jak krojenie chleba na kromki
i dodawanie ich objetosci). Kolejno$¢ catkowania na prostokacie nie ma znaczenia.

Przyktad 7.2.2. Obliczmy // (1 — zy?)dzdy dla P = [2,3] x [0, 1] na dwa sposoby.
P
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Najpierw po y.

3 1 3 1 y=1 3 1
/ dx/ (1—2y®)dy = / (y - —xy?’) ‘ dx = / (1 — —:1:) dx
-2 0 -2 3 y=0 _9 3

Najpierw po z.

fof i (=30)

Typowy btad

Po obliczeniu wewnetrznej catki po y podstawiamy granice za y — warto pisaé ‘zz(l),

pomyli¢. W wyniku wewnetrznej catki nie moze juz zosta¢ zmienna, po ktorej catkowalismy.

zeby sie nie

Zadanie 7.2.3. Oblicz calki iterowane: f04 dz f412 xy dy, Jy da fOb ry(zr — y)dy,
f13 dz flﬁ 2 dy, fol dy f02 ™ du.

Calka po obszarze normalnym. Obszary w praktyce rzadko sa prostokatami.

Definicja 7.2.4. Obszar
D={(zy):a<z<b o) <y<y)}
(ograniczony z lewej i prawej pionowymi prostymi, z dotu i z géry wykresami funkcji ciagtych)

nazywamy obszarem normalnym wzgledem osi z. Analogicznie D = {(z,y) : ¢ < y <
d, o(y) <z <1(y)} to obszar normalny wzgledem osi y.

Y

Twierdzenie 7.2.5. Jedli f jest ciagla na obszarze normalnym wzgledem osi z, to

J[ famasay = [ e [a T()) F (2w dy,

a na obszarze normalnym wzgledem osi y:

d P(y)
// f(az,y)dxdy:/ dy f(z,y) de.
D c e(y)
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Intuicja: jak ustali¢ granice

Dla ustalonego z prowadzimy pionowa prosta (czerwony odcinek na rysunku): wchodzi
do obszaru na dolnej krzywej y = @(x) i wychodzi na gérnej y = (x) — to granice
wewnetrznej caltki. Granice zewnetrznej calki to najmniejsze i najwieksze © w obszarze.
Granice wewnetrznej catki moga zaleze¢ od zmiennej zewnetrznej; granice zewnetrznej musza

by¢ liczbami.

Przyklad 7.2.6. Obliczmy I = [[.(52? — 2zy)dady, gdzie T to tréjkat ograniczony prosta
x + 2y = 2 i osiami uktadu.

Krok 1: opis obszaru. Tréjkat ma wierzchotki (0,0), (2,0), (0,1). Dla € [0, 2] pionowa prosta
wchodzi do T' na osi (y = 0) i wychodzi na prostej y =1 — 5. Zatem T'= {0 <2 <2, 0 <y <
1—23.

2

Krok 2: catki iterowane.

2 1-2 2 y=1-2 2 )
I = / dx/ (53:2—23:3/) dy = / (5x2y—xy2)‘ dz = / (51;2 (1 — g) —x (1 — %) ) dzx.
0 0 0 0

y=0

2
Po wymnozeniu: f02 (6:1:2 —x— %x3) de = (2z3 — %CL‘Q — %:LA) ’0 =16—-2-11=3.

Sprawdzenie w drugiej kolejnosci. 7 = {0 < y < 1, 0 < x < 2 — 2y}, i rachunek (dtuzszy —
sprébuj!) tez daje I = 3.

Przyklad 7.2.7. Obliczmy [[,(z+y)dxzdy, gdzie D to obszar miedzy paraboly y = 2 a prosta
y = x. Krzywe przecinaja si¢ dla 22 = z, czyliz = 0i 2 = 1; dla 2 € (0,1) mamy 22 < z, wiec
parabola jest na dole:

1 x 1 2 — 1
d dy = v ‘ doe=[ (222-a®— Zat)de=>—-—— ="
/0 ‘T/xz(ﬁy) Y /0 (LEer 2) iz L /0 (2:” TRt )T T 20

Zadanie 7.2.8. Oblicz:
(1) [[(4—x —y)dxdy, gdzie T to tréjkat o wierzcholkach (0,0), (2,2), (1,3);
(2) fngdxdy, gdzie D ={2 <z <4, 1 <y <a?};

(3) [[paydxdy, gdzie D jest obszarem miedzy y = 22 a y = ;
(4)

4) pole obszaru miedzy y = 22 a y = x jako calke IS p 1dz dy (poréwnaj z metoda z Rozdziatu
5).

7.3. Zastosowania catek podwdjnych

Twierdzenie 7.3.1 (objetosé). Jesli ¢ < @ sa ciagle na obszarze D, to objetosé bryly {(z,y) €
D, o(z,y) < z < 9(z,y)} wynosi

V| = // (V(z,y) — ¢(z,y)) dzdy (,gérna powierzchnia minus dolna”).
D

Przyklad 7.3.2. Objetosé¢ bryty pod paraboloida z = 4 — 22 — y? nad kwadratem [0, 1] x [0, 1]:
1 1 1
1 11 1 10
d 4—2—2d:/ - )dy=—=—-=—.
/Oy/o(fvy)wo(3yy333
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Przyktad 7.3.3. Walec o promieniu r i osi pokrywajacej sie z osia y ma powierzchnie #2422 = r2.

Obliczmy objetosé tej jego czesci, ktéra lezy nad trojkatem D = {0 < x < r, 0 < y < =z}
w plaszczyznie z = 0 (pod gérng polowa walca, z = Vr?2 — z2):

T x T
|V|:/ dw/ \/r2—m2dy:/ v/ r?2 — x2de.
0 0 0

Wewnetrzna catka byla latwa, bo y w funkcji nie wystepuje (wynik: vr2 — 22 - x). Zewnetrzna
liczymy przez podstawienie ¢t = r? — 2%, dt = —2zdx: [avr? —a2de = —5(r® — 22)3/2 | wiec
V=0 (—ht) = 13,

W laboratorium: liczba komérek w naczyniu

Dno prostokatnej butelki hodowlanej to prostokat [0,10] x [0,4] (w cm). Z powodu
nieréwnomiernego rozprowadzenia pozywki gesto$¢ komorek rosnie w kierunku osi x: p(z,y) =
1000 (1 + 1"”—0) komorek/cm?. Liczba komérek na calym dnie to

/wd:c/ 1000 >dy—/104000< 10) dz
0

2\ |10
=4000 [ x + — ’ = 4000 - 15 = 60 000.
20/ lo

Gdyby gestosé byla wszedzie réwna wartoéci na poczatku butelki (1000/cm?), komérek bytoby
40 000; srednia gestos¢ wynosi 604%00 = 1500/cm?.

Zadanie 7.3.4.

(1) Oblicz objetosci bryt ograniczonych powierzchniami:
(a
(b
(c
d)z=y,z=2y—1,2=52=0,z=20+y— 1.

r==41l,y=%422=0,2=6— 2> — 9%
=0,y=0,z=0,z4+y=1z=1+z+y;

)

) x
Yx=0,y=0,2=0,2+y=23, 2 =42> + 2y
)

(2) Na kwadratowej szalce [0, 2] x [0, 2] (cm) gestos$¢ kolonii bakteryjnych wynosi p(x,y) = bxy
kolonii/cm?. Tle kolonii jest na szalce?

Odpowieds: f02 f02 5zydy dz = 20.

Powodzenia na egzaminie!
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