
Wst¦p do matematyki R

Lista zada« nr 7 (na ¢wiczenia 1.12.2025).

�wiczenia

1. Niech f : R → R. Zapisz nast¦puj¡ce zdania o funkcji f .
(a) Funkcja f jest ograniczona.
(b) Do zbioru okresów funkcji f nale»¡ dowolnie maªe liczby dodatnie.
(c) Zbiór miejsc zerowych funkcji f nie jest ograniczony z doªu.
(d) Funkcja f nie ma okresów mniejszych od 3.

2. Zapisz nast¦puj¡ce zdania o ci¡gu liczb rzeczywistych ⟨an⟩n∈N.
(a) Ci¡g ⟨an⟩n∈N jest monotoniczny.
(b) Ci¡g ⟨an⟩n∈N jest rozbie»ny do +∞.
(c) Niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu ⟨an⟩n∈N jest dodatnich.
(d) Od pewnego miejsca ci¡g ⟨an⟩n∈N jest rosn¡cy.

3. Niech f : R → R. Zapisz symbolicznie poni»sze zbiory.
(a) Zbiór miejsc zerowych funkcji f .
(b) Zbiór okresów funkcji f (Uwaga! Okres funkcji jest dodatni¡ liczb¡ rzeczywist¡).
(c) Zbiór ogranicze« górnych funkcji f .

4. Rozwa»my ci¡g ⟨an⟩n∈N liczb rzeczywistych oraz funkcj¦ f : R → R. Zapisz symbolicznie
poni»sze zdania oraz zbiór.
(a) Ka»dy wyraz ci¡gu ⟨an⟩n∈N jest warto±ci¡ funkcji f .
(b) Warto±ci funkcji f dla argumentów, b¦d¡cych wyrazami ci¡gu ⟨an⟩n∈N s¡ dodatnie.
(c) Zbiór miejsc zerowych funkcji f , b¦d¡cych wyrazami ci¡gu ⟨an⟩n∈N.

5. Rozwa»my funkcj¦ f : Z → Z. Zapisz symbolicznie negacje poni»szych zda« (bez u»ycia
symbolu negacji ¬).
(a) Liczba 4 jest najwi¦ksz¡ warto±ci¡ funkcji f .
(b) Dla pewnych argumentów funkcja f przyjmuje warto±ci wi¦ksze od 4.

6. Podaj przykªad funkcji f : R → R, która:
(a) jest surjekcj¡, ale nie jest injekcj¡;
(b) jest injekcj¡, a zbiór jej warto±ci jest ograniczony;
(c) zbiór jej warto±ci jest nieograniczony, a ka»da warto±¢ jest przyjmowana niesko«czenie

wiele razy;
(d) rng(f) = [0, 1), a ka»da warto±¢ jest przyjmowana niesko«czenie wiele razy.

7. Niech f : (−∞, 0] → [0,+∞) b¦dzie zadana wzorem f(x) = x2. Udowodnij, »e funkcja f
jest bijekcj¡.

8. Niech funkcje f, g : R → R b¦d¡ zadane wzorami

f(x) =

{
x2 − 1 gdy x > 0

x+ 1 gdy x ≤ 0.
, g(x) =

{
x+ 1 gdy x ≥ 0

x2 − 1 gdy x < 0.

Wyznacz zªo»enie g ◦ f .
9. Wyznacz funkcje odwrotne do poni»szych funkcji:
(a) f :

(
−1

2
,+∞

)
→ R, f(x) = ln(2x+ 1);

(b) g : (−∞, 0] → [0,+∞), g(x) = x2;
(c) F : M2×2(R) → M2×2(R), F (A) = AT .



Zadania

10. Dla podanych poni»ej funkcji sprawd¹, czy s¡ ró»nowarto±ciowe i czy s¡ �na�. Odpowiedzi
uzasadnij.
(a) f : N2 → N; f(n, k) = n+ k,
(b) f : Z2 → Z; f(n, k) = n2 − k,
(c) f : N2 → Z; f(n, k) = n2 − k,
(d) f : Z → Z2; f(n) = ⟨2n,−2n⟩,
(e) f : R2 → R2; f(x, y) = ⟨x+ y, x− y⟩,
(f) f : N2 → Z; f(n, k) = (n− 2)2k,
(g) f : (N+)2 → N; f(n, k) = (n− 1)(k + 1),
(h) f : (P(N) \ {∅})2 → P(N); f(A,B) = A \B,
(i) f : P(R2)× R → P(R); f(A, x) = Ax,
(j) F : NN → NN; F (φ)(n) = φ(2n).

11. Rozwa»my funkcj¦ f : N2 → N dan¡ wzorem f(n, k) = nk + 1. Podaj przykªad niesko«-
czonego zbioru C ⊆ N2, takiego »e funkcja f ↾C jest ró»nowarto±ciowa. Odpowied¹ uzasadnij.

12. Dobierz przeciwdziedzin¦ funkcji f ↾C, okre±lonej w zadaniu 11, tak by miaªa ona funkcj¦
odwrotn¡ i wyznacz t¦ funkcj¦ odwrotn¡.

13. Niech f : X → Y oraz g : Y → Z. Udowodnij, »e
(a) je±li f jest ró»nowarto±ciowa i g jest ró»nowarto±ciowa, to g ◦ f jest ró»nowarto±ciowa;
(b) je±li g ◦ f jest ró»nowarto±ciowa, to f jest ró»nowarto±ciowa;
(c) je±li g ◦ f jest ró»nowarto±ciowa i f jest �na�, to g jest ró»nowarto±ciowa.

14. Niech f : R → R b¦dzie zadana wzorem f(x) = x2 oraz niech g : R → R.
(a) Zaªó»my, »e g jest ró»nowarto±ciowa. Czy f ◦ g mo»e by¢ ró»nowarto±ciowa? A g ◦ f?
(b) Zaªó»my, »e g jest surjekcj¡. Czy f ◦ g mo»e by¢ surjekcj¡? A g ◦ f?

Odpowiedzi uzasadnij.

15. Rozwa»my funkcj¦ f : N → Z dan¡ wzorem f(x) = x2 − 3x. Zde�niuj funkcj¦ g : N → N
tak, by funkcja f ◦ g byªa injekcj¡.

16. Niech funkcja f : X → Y b¦dzie bijekcj¡. Udowodnij, »e f−1 ◦ f = idX , f ◦ f−1 = idY .


