Wstep do matematyki R
Lista zadan nr 7 (na éwiczenia 1.12.2025).

Cwiczenia

1. Niech f: R — R. Zapisz nastepujace zdania o funkcji f.
(a) Funkcja f jest ograniczona.
(b) Do zbioru okresow funkcji f naleza dowolnie male liczby dodatnie.
(c) Zbior miejsc zerowych funkcji f nie jest ograniczony z dotu.
(d) Funkcja f nie ma okres6w mniejszych od 3.
2. Zapisz nastepujace zdania o ciagu liczb rzeczywistych (a,)nen-
(a) Ciag (an)nen jest monotoniczny.
(b) Ciag (a,)nen jest rozbiezny do +oo.
(¢) Nieskoniczenie wiele wyrazow ciagu (a,)nen jest dodatnich.
(d) Od pewnego miejsca ciag (a,)nen jest rosnacy.

3. Niech f:R — R. Zapisz symbolicznie ponizsze zbiory.
(a) Zbior miejsc zerowych funkcji f.
(b) Zbior okresow funkeji f (Uwaga! Okres funkcji jest dodatnig liczba rzeczywista).
(¢) Zbior ograniczen gornych funkeji f.

4. Rozwazmy ciag (a,)nen liczb rzeczywistych oraz funkcje f : R — R. Zapisz symbolicznie
ponizsze zdania oraz zbior.

(a) Kazdy wyraz ciagu (a,)nen jest wartoscia funkeji f.

(b) Wartosci funkeji f dla argumentow, bedacych wyrazami ciagu (a,)nen sa dodatnie.

(¢) Zbior miejsc zerowych funkcji f, bedacych wyrazami ciagu (a,)nen.

5. Rozwazmy funkcje f : Z — Z. Zapisz symbolicznie negacje ponizszych zdan (bez uzycia
symbolu negacji —).

(a) Liczba 4 jest najwieksza wartoscia funkcji f.

(b) Dla pewnych argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od 4.
6. Podaj przyktad funkcji f : R — R, ktora:

(a) jest surjekcja, ale nie jest injekcja;

(b) jest injekcja, a zbidr jej wartosci jest ograniczony;

(c) zbior jej wartosci jest nieograniczony, a kazda wartosé jest przyjmowana nieskonczenie
wiele razy;

(d) rng(f) = [0,1), a kazda wartos¢ jest przyjmowana nieskonczenie wiele razy.

7. Niech f: (—o00,0] — [0, +00) bedzie zadana wzorem f(z) = z*. Udowodnij, ze funkcja f
jest bijekcja.
8. Niech funkcje f,g: R — R beda zadane wzorami
22 —1 gdy x>0 r+1 gdyax>0
f(x) = cg(r) =4,
r+1 gdyz<0. x—1 gdy x <0.
Wyznacz ztozenie g o f.

9. Wyznacz funkcje odwrotne do ponizszych funkcji:
(a) f:(=1,400) = R, f(z) =In(2z+1);
(b) g: (00,0l = [0, +00), g(z) = %
(C) F: MQ)(Q(R) — M2><2(R>, F(A) = AT,



Zadania

10. Dla podanych ponizej funkcji sprawdz, czy sa réznowartosciowe i czy sa ,,na”. Odpowiedzi
uzasadnij.

(a) f:N*? > N; f

- )
(PN \{0})2 - P(N); f(A,B) = A\ B,
) [ :P(R?) xR = PR);  f(A z)=A,,
() F:NY = NY% F(p)(n) = ¢(2n).
11. Rozwazmy funkcje f : N> — N dang wzorem f(n,k) = nk + 1. Podaj przyklad nieskori-
czonego zbioru C' C N2, takiego ze funkcja f [C jest réznowarto$ciowa. Odpowied? uzasadnij.

12. Dobierz przeciwdziedzine funkcji f [ C, okreslonej w zadaniu 11, tak by miala ona funkcje
odwrotna i wyznacz te funkcje odwrotna.

13. Niech f: X — Y oraz g: Y — Z. Udowodnij, ze
(a) jesli f jest roznowartoSciowa i g jest roéznowartosciowa, to g o f jest roznowartosciowa;
(b) jesli g o f jest roznowartosciowa, to f jest roznowartosciowa;
(c) jesli g o f jest roznowartosciowa i f jest ,na”; to g jest roznowartosciowa.
14. Niech f: R — R bedzie zadana wzorem f(x) = 22 oraz niech g : R — R.
(a) Zalozmy, ze g jest roznowartosciowa. Czy f o g moze by¢ roznowartosciowa? A go f7
(b) Zalozmy, ze g jest surjekcja. Czy f o g moze by¢ surjekcja? A go f7
Odpowiedzi uzasadnij.
15. Rozwazmy funkcje f : N — Z dang wzorem f(z) = 2% — 3x. Zdefiniuj funkcje ¢ : N — N
tak, by funkcja f o g byla injekcja.
16. Niech funkcja f : X — Y bedzie bijekcja. Udowodnij, ze f~'o f =idx, fo f~! =idy.



