
Wst¦p do matematyki R

Lista zada« nr 9 (na ¢wiczenia 15.12.2025).

1. Podaj przykªady funkcji f : R → R o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:
(a) dla ka»dego x ∈ R zbiór f−1[{x}] jest niesko«czony;
(b) zbiór f−1[(−1, 1)] jest dwuelementowy;
(c) f−1[[0, 1]] = R;
(d) f [[0, 1]] = f [[3, 5]];
(e) f−1 [[2, 3]] = [−1, 1] i f(−1) = f(1).

2. Narysuj graf relacji R na zbiorze X = {1, 2, 3, 4} takiej, »e
(a) R jest zwrotna, nie jest symetryczna i nie jest sªabo antysymetryczna;
(b) R jest symetryczna, przechodnia i 2R 3;
(c) R jest przeciwzwrotna, przechodnia i ma przynajmniej 3 elementy;
(d) R jest zwrotna, symetryczna, przechodnia i nie jest relacj¡ równo±ci;
(e) R jest przechodnia, sªabo antysymetryczna i spójna;
(f) R jest przechodnia, nie jest zwrotna, nie jest przeciwzwrotna, nie jest symetryczna;
(g) R jest zwrotna, symetryczna, nie jest przechodnia;
(h) R jest spójna, nie jest sªabo antysymetryczna;
(i) R jest przechodnia, nie jest sªabo antysymetryczna, ma parzyst¡ liczb¦ elementów.

3. Niech R b¦dzie relacj¡ pust¡, a S relacj¡ peªn¡ na zbiorze N. Które z opisanych na wykªadzie wªasno±ci
maj¡ te relacje i dlaczego?

4. Niech R, S, T b¦d¡ relacjami w zbiorze X. Udowodnij, »e
(a) R ⊆ R−1 ⇔ R = R−1;
(b) (S ◦R)−1 = R−1 ◦ S−1;
(c) (R ◦ T ) \ (S ◦ T ) ⊆ (R \ S) ◦ T ;
(d) R jest relacj¡ przechodni¡ ⇔ R ◦R ⊆ R.

5. Niech R b¦dzie relacj¡ w zbiorze X = {1, 2, 3, 4, 5}, zadan¡ warunkiem xRy ⇔ |x−y| = 0∨|x−y| = 2.
(a) Jakie wªasno±ci ma relacja R?
(b) Wyznacz relacje R2 = R ◦R i R3 = R2 ◦R.

6. Udowodnij, »e ka»da przeciwzwrotna i przechodnia relacja w zbiorze N jest silnie antysymetryczna.

7. Niech T1 i T2 b¦d¡ relacjami zwrotnymi w zbiorze N. Czy T1\T2 jest relacj¡ zwrotn¡? A relacja T1∩T2?

8. Dla podanych zbiorów X i relacji R w X sprawd¹, czy R jest relacj¡ równowa»no±ci:
(a) X = Z; xRy ⇔ 2|(x+ y),
(b) X = Z; xRy ⇔ 3|(x+ y),
(c) X = R; xRy ⇔ x− y > 1,
(d) X = R; xRy ⇔ |x− y| ≤ 2,
(e) X = N2; ⟨n1,m1⟩R⟨n2,m2⟩ ⇔ 2|(n1 + n2) ∧ 2|(n1 +m1 + n2 +m2),
(f) X = R2; ⟨x1, y1⟩R⟨x2, y2⟩ ⇔ x1 = x2,
(g) X = R2; ⟨x1, y1⟩R⟨x2, y2⟩ ⇔ x1 = y2,
(h) X = NN; fRg ⇔ f(0) = g(0),
(i) X = P({1, 2, 3, 4}); ARB ⇔ A ∩ {1, 4} = B ∩ {1, 4},
(j) X = P(Z); ARB ⇔ (N ⊆ A ⇔ N ⊆ B),
(k) X = {x ∈ Z : 0 < |x| ≤ 4}; xRy ⇔ xy > 0.

Dla tych relacji R, które s¡ relacjami równowa»no±ci, opisz zbiór ilorazowy X/R.

9. Podaj przykªad relacji równowa»no±ci R na zbiorze N, speªniaj¡cej warunki (a)-(c):
(a) 1R 2; (b) ¬(2R 3); (c) relacja R ma trzy klasy abstrakcji.

10. Sprawd¹, czy dla dowolnych relacji równowa»no±ci R i S na zbiorze X relacje R∪S i R∩S s¡ relacjami
równowa»no±ci na X. Odpowied¹ uzasadnij. Je±li tak, to opisz ich zbiory ilorazowe.


