Wstep do matematyki R
Lista zadan nr 10 (na ¢éwiczenia 12.01.2026).

1. Dane sa nastepujace relacje na zbiorze N*:
tRy< (IkeZ)x—y=4k, zxSy<zxlyVylr, 2Ty z+3>y.
(a) Sprawdz, czy sa to relacje rownowaznosci. Dla relacji bedacych relacjami rownowaznosci
opisz odpowiadajace im zbiory ilorazowe.
(b) Wyznacz nastepujace zbiory
(i) {r eNT: 2 T 2}, (i) {z € {1,2,...,20} : 2 RN S 3}.
(c) Sprawdz, czy prawda jest, ze 2 Ro T 7 (czyli czy 2 jest w relacji RoT z 7).

2. Niech X ={z € Z: |x + 1| < 5} i niech funkcja f : X — R bedzie zadana wzorem f(z) =
sin(%°). Rozwazamy relacje rownowaznosci R na X zadang warunkiem xRy < f(x) = f(y).
Wyznacz zbior ilorazowy X/g. Wykonaj to samo polecenie dla X = Z.

3. Na zbiorze R rozwazmy relacje rownowaznosci R zadana warunkiem z Ry < sin(z) = sin(y).
(a) Wyznacz [0]g.
(b) Wyznacz [1]g. Sprawdz, czy 1 jest elementem otrzymanego zbioru. Jesli nie, wyznacz te
klase abstrakcji jeszcze raz, tym razem poprawnie.
(¢) Wyznacz zbior ilorazowy R/g.

4. Niech X = {x € N : 22 < 140}. Rozwazmy relacje rownowaznoéci R na zbiorze X okreslona
warunkiem
tRy < Bl A3lyhz=y)VBfzA3fy A 2]z —vy).

Wyznacz zbior ilorazowy X/g. Wykonaj to samo polecenie dla X = N.

5. Niech R bedzie relacjg réwnowaznosci na zbiorze NY zadana warunkiem
fRg & (Vn e N)(f(n) =0« g(n) = 0)

(a) Czy istnieje skonczona klasa abstrakeji relacji R? Odpowiedz uzasadnij.
(b) Wyznacz N /g.

6. Dla podanych zbioréw X iich podziatéow S podaj relacje rownowaznosci (w miare konkret-
nym wzorem), ktorych zbiory ilorazowe sa rowne tym podziatom.

(a) X =R; S={[k,k+1):keZ},
(b) X = R? § jest rodzing prostych postaci y =z + b dla b € R.

7. Niech X = [0,10]. Rozwazamy relacje rownowaznosci R na X zadana warunkiem
Ry < [z,x+ 1NN =[y,y+ 1] NN.

Wyznacz zbior ilorazowy X/g.

8. Niech X = {n € N* : n < 6}. Niech funkcja f : X — X bedzie dana wzorem f(z) =
[V/3z], gdzie [z] oznacza najwieksza liczbe catkowita nie wigksza od € R. Na zbiorze P(X)
definiujemy relacje réwnowaznosci R oraz relacje S warunkami

ARB & flA]=f[Bl,  ASBe fA]C f7B)

(a) Wyznacz [0]g.
(b) Czy {3,6} So R{4}?
(c) Tle elementéw ma zbior P(X)/g?



9. Niech R C N? bedzie relacjg zadana warunkiem
tRy < ke Z)x =y 2~

(a) Udowodnij, ze R jest relacja rownowaznosci.
(b) Wyznaczy¢ [1]g. Odpowiedz podaj stosujac opis zbioru za pomoca operacji.
(c) Tle jest skoriczonych klas abstrakeji relacji R? OdpowiedZ uzasadnij.

10. Niech P oznacza zbioér liczb pierwszych. Niech S bedzie relacja réwnowaznosci na zbiorze
N* zadang warunkiem
xSy < (Vp € P)(plz < ply).
(a) Czy [10]s = [15]s7 Odpowied7 uzasadnij.
(b) Czy zbior {2n + 1 : n € N} jest klasa abstrakeji relacji S?7 Odpowiedz uzasadnij.
(¢) Wyznacz [6]s.
Wskazéwka: Sprobuj zrozumieé, kiedy dwie liczby sa ze soba w relacji S.

11. W skrypcie z Algebry liniowej 1 dr. Elsnera jest ponizsza definicja:

Definicja 1.1: Wektor (geometrycznie)

(Uporzadkowang) pare punktow plaszezyzny A i B nazywamy wektorem (na plaszczyznie) o
poczatku A i koricu B i oznaczamy AB. (...) Dwa wektory sa rowne, jesli maja jednakowe
dtugosci, kierunki i zwroty.

z adnotacja ,Pod koniec semestru, po przygotowaniu w ramach Wstepu do matematyki, bedzie
mozna lepiej sformalizowa¢ definicje wektora za pomoca poje¢ relacja rownowaznosci i klasa
abstrakcji”.

Sformalizuj definicje wektora.



