
Wst¦p do matematyki R

Lista zada« nr 10 (na ¢wiczenia 12.01.2026).

1. Dane s¡ nast¦puj¡ce relacje na zbiorze N+:
xRy ⇔ (∃k ∈ Z)x− y = 4k, xSy ⇔ x|y ∨ y|x, xTy ⇔ x+ 3 ≥ y.
(a) Sprawd¹, czy s¡ to relacje równowa»no±ci. Dla relacji b¦d¡cych relacjami równowa»no±ci

opisz odpowiadaj¡ce im zbiory ilorazowe.
(b) Wyznacz nast¦puj¡ce zbiory

(i) {x ∈ N+ : x T−1 2}, (ii) {x ∈ {1, 2, . . . , 20} : x R ∩ S 3}.
(c) Sprawd¹, czy prawd¡ jest, »e 2 R ◦ T 7 (czyli czy 2 jest w relacji R ◦ T z 7).

2. Niech X = {x ∈ Z : |x+ 1| ≤ 5} i niech funkcja f : X → R b¦dzie zadana wzorem f(x) =
sin(xπ

2
). Rozwa»amy relacj¦ równowa»no±ci R na X zadan¡ warunkiem xRy ⇔ f(x) = f(y).

Wyznacz zbiór ilorazowy X/R. Wykonaj to samo polecenie dla X = Z.

3. Na zbiorze R rozwa»my relacj¦ równowa»no±ci R zadan¡ warunkiem xRy ⇔ sin(x) = sin(y).
(a) Wyznacz [0]R.
(b) Wyznacz [1]R. Sprawd¹, czy 1 jest elementem otrzymanego zbioru. Je±li nie, wyznacz t¦

klas¦ abstrakcji jeszcze raz, tym razem poprawnie.
(c) Wyznacz zbiór ilorazowy R/R.

4. Niech X = {x ∈ N : x2 ≤ 140}. Rozwa»my relacj¦ równowa»no±ci R na zbiorze X okre±lon¡
warunkiem

xRy ⇔ (3|x ∧ 3|y ∧ x = y) ∨ (3 ̸ | x ∧ 3 ̸ | y ∧ 2|x− y).

Wyznacz zbiór ilorazowy X/R. Wykonaj to samo polecenie dla X = N.

5. Niech R b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze NN zadan¡ warunkiem

fRg ⇔ (∀n ∈ N)(f(n) = 0 ⇔ g(n) = 0)

(a) Czy istnieje sko«czona klasa abstrakcji relacji R? Odpowied¹ uzasadnij.
(b) Wyznacz NN/R.

6. Dla podanych zbiorów X i ich podziaªów S podaj relacje równowa»no±ci (w miar¦ konkret-
nym wzorem), których zbiory ilorazowe s¡ równe tym podziaªom.
(a) X = R; S = {[k, k + 1) : k ∈ Z},
(b) X = R2; S jest rodzin¡ prostych postaci y = x+ b dla b ∈ R.

7. Niech X = [0, 10]. Rozwa»amy relacj¦ równowa»no±ci R na X zadan¡ warunkiem

xRy ⇔ [x, x+ 1] ∩ N = [y, y + 1] ∩ N.

Wyznacz zbiór ilorazowy X/R.

8. Niech X = {n ∈ N+ : n ≤ 6}. Niech funkcja f : X → X b¦dzie dana wzorem f(x) =[√
3x

]
, gdzie [x] oznacza najwi¦ksz¡ liczb¦ caªkowit¡ nie wi¦ksz¡ od x ∈ R. Na zbiorze P(X)

de�niujemy relacj¦ równowa»no±ci R oraz relacj¦ S warunkami

ARB ⇔ f [A] = f [B], A S B ⇔ f−1[A] ⊆ f−1[B].

(a) Wyznacz [∅]R.
(b) Czy {3, 6}S ◦R {4}?
(c) Ile elementów ma zbiór P(X)/R?



9. Niech R ⊆ N2 b¦dzie relacj¡ zadan¡ warunkiem

xRy ⇔ (∃k ∈ Z)x = y · 2k.

(a) Udowodnij, »e R jest relacj¡ równowa»no±ci.
(b) Wyznaczy¢ [1]R. Odpowied¹ podaj stosuj¡c opis zbioru za pomoc¡ operacji.
(c) Ile jest sko«czonych klas abstrakcji relacji R? Odpowied¹ uzasadnij.

10. Niech P oznacza zbiór liczb pierwszych. Niech S b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze
N+ zadan¡ warunkiem

xSy ⇔ (∀p ∈ P)(p|x ⇔ p|y).

(a) Czy [10]S = [15]S? Odpowied¹ uzasadnij.
(b) Czy zbiór {2n+ 1 : n ∈ N} jest klas¡ abstrakcji relacji S? Odpowied¹ uzasadnij.
(c) Wyznacz [6]S.

Wskazówka: Spróbuj zrozumie¢, kiedy dwie liczby s¡ ze sob¡ w relacji S.

11. W skrypcie z Algebry liniowej 1 dr. Elsnera jest poni»sza de�nicja:

De�nicja 1.1: Wektor (geometrycznie)
(Uporz¡dkowan¡) par¦ punktów pªaszczyzny A i B nazywamy wektorem (na pªaszczy¹nie) o

pocz¡tku A i ko«cu B i oznaczamy
−→
AB. (...) Dwa wektory s¡ równe, je±li maj¡ jednakowe

dªugo±ci, kierunki i zwroty.

z adnotacj¡ �Pod koniec semestru, po przygotowaniu w ramach Wst¦pu do matematyki, b¦dzie
mo»na lepiej sformalizowa¢ de�nicj¦ wektora za pomoc¡ poj¦¢ relacja równowa»nosci i klasa
abstrakcji �.

Sformalizuj de�nicj¦ wektora.


