Wstep do matematyki (lato 2020)

Lista zadan nr 6

Zadania

Wazna uwaga wstepna: nalezy zrozumieé¢ réznice pomiedzy zadaniem 5 z listy 5 a
ponizszymi zadaniami. W tamtym zadaniu mieliSmy wyrazenia bedace zdaniami oraz
funkcjami zdaniowymi niebedacymi zdaniami i nalezalto rozrézniaé te sytuacje. W szczegdl-
nosci niedopuszczalne bylo dopisywanie kwantyfikatora kwantyfikujacego np. po z, gdy
mieliSmy do czynienia z funkcjg zdaniowa zmiennej x.

Natomiast w zadaniach z tej listy mamy do czynienia z twierdzeniami (prawdziwymi
badz falszywymi), co jest jasno zadeklarowane. Twierdzenie zawsze jest zdaniem. Jezeli
jego sformutowanie wyglada jak funkcja zdaniowa (pojawiaja sie zmienne, ktore wydaja sie
by¢ zmiennymi wolnymi), to oznacza, ze na poczatku sa domyslne kwantyfikatory ogolne —
wszystkie zmienne wygladajace na wolne sa kwantyfikowane ogélnie. Zatem np. twierdze-
nie Jezeli x jest liczbg rzeczywistg, to —z? + 2x — 1 < 10.” jest tozsame z twierdze-
niem ,Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi —z% + 2z — 1 < 10.” (czego oczywiscie
nie mogliby$my powiedzie¢, gdybysmy nie mieli tej dodatkowej informacji, ze mamy do
czynienia z twierdzeniami).

1. Udowodnij nastepujace twierdzenia, zapisujac je wczesniej symbolicznie. Postaraj sie
przejrzyscie sformutowaé krotki dowod. W kazdej sytuacji ocen, czy mamy do czynienia z
sytuacja ogdlna, czy szczegbdtowa.

Jezeli x jest liczbg rzeczywista, to —2? + 2z — 1 < 10.
Jezeli s it sa liczbami wymiernymi i ¢ # 0, to liczba § jest wymierna.
Jezeli a,b i ¢ sa liczbami catkowitymi oraz a |bib | ¢, to a | c.

Jezeli n 1 m sa nieparzystymi liczbami naturalnymi, to n - m jest nieparzysta liczba
naturalna.

(e) Niech x € Z. Wtedy liczba 11z — 7 jest nieparzysta doktadnie wtedy, gdy liczba x
jest parzysta.

(f) Istnieje jedyna liczba catkowita = taka, ze z* 4+ 3 = 2z.

(g) Dla kazdej liczby rzeczywistej z > 2 istnieje taka liczba rzeczywista y, ze

(h) Jesli a, b, ¢ sa kolejnymi liczbami naturalnymi, to a + b + ¢ jest podzielne przez 3.

(i) Jesli a, b, ¢ sa kolejnymi liczbami naturalnymi, to a4 b? + ¢ + 1 jest podzielne przez
3.

(j) Jesli prosta p jest rownolegta do g, a prosta ¢ jest rownolegta do r, to p jest rownolegla
do r.

2. Udowodnij lub obal ponizsze twierdzenia (staraj sie jednak nie wykona¢ obydwu poleceni
naraz), zapisujac je wcze$niej symbolicznie. Postaraj sie przejrzyscie sformutowaé krotki
dowod. W kazdej sytuacji oceni, czy mamy do czynienia z sytuacja ogdlna, czy szczegdlowa.



Niech A bedzie zbiorem. Jesli AN B = () dla dowolnego zboru B, to A = ().

Dla kazdego niepustego zbioru A istnieje zbior B taki, ze AU B = ().

Kazda liczba caltkowita nieparzysta jest suma trzech liczb catkowitych nieparzystych.
Niech a, b, c € Z. Wtedy przynajmniej jedna z liczb a + b,a + ¢ i b+ ¢ jest parzysta.
Niech A, B, C beda zbiorami. Jesli A\ B= A\ C, to B=C.

Istniejg trzy rozne liczby calkowite a, b, ¢ takie, ze a® = b°.

Dla kazdej liczby naturalnej z istnieje liczba naturalna y taka, ze x < y < 2.
lNloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest liczba niewymierna.

Niech z € Z. Jesli 34 (% — 1), to 3 | x.

Dla kazdej dodatniej liczby wymiernej b istnieje liczba niewymierna a taka, ze 0 <
a < b.

3. Ocen ponizszy dowdd:

Twierdzenie: Kazda parzysta liczba catkowita jest suma dwoch nieparzystych liczb
catkowitych.

Dowéd: Zatézmy, ze x i y sa liczbami catkowitymi nieparzystymi. Wowcezas x =2k + 11
y = 2l + 1 dla pewnych k,l € Z. Wobec tego x +y = (2k+ 1)+ (21 + 1) = 2(k + 1 + 1).
Poniewaz k4141 jest liczba catkowita, wiec liczba x+y jest parzysta, co konczy dowod. [

4. Ocen ponizszy dowdd:

Twierdzenie: Jesli x jest liczba niewymierna, a y liczba wymierna, to z = x — y jest
liczba niewymierna.

Dowéd: Przypusémy nie wprost, ze liczba z = x — y jest wymierna. Wobec tego z = §
dla pewnych a,b € Z i b # 0. Poniewaz /2 jest liczba niewymierna, wiec niech z = /2.
Skoro y € Q, to y = § dla pewnych ¢,d € Z i d # 0. Zatem

a ad + be
b bd

\/§=x=y+z: +

¢
d

Poniewaz ad + be i bd sa liczbami catkowitymi i bd # 0, wiec v/2 jest liczba wymierna,
sprzecznosc. O

5. Rozwazmy nastepujacy dowod:

Dowéd: Zalézmy, ze n jest nieparzysta liczba catkowita. Wtedy n = 2k 4+ 1 dla pewnego
k € Z. Wtedy

3n—5=302k+1)—5=06k+3—5=06k—2=2(3k—1).

Poniewaz liczba 3k — 1 jest catkowita, wiec liczba 3n — 5 jest parzysta.

Ktore z ponizszych stwierdzen zostato dowiedzione:

(a) Liczba 3n — 5 jest parzysta.

(b) Jesli n jest nieparzysta liczba catkowita, to liczba 3n — 5 jest parzysta.

(c) Niech n bedzie liczbg catkowita. Jesli liczba 3n — 5 jest parzysta, to liczba n jest
nieparzysta.

(d) Niech n bedzie liczba catkowita. Jesli liczba 3n — 5 jest nieparzysta, to liczba n jest
parzysta.



6. Uzywajac symbolu sumy uogoélnionej zapisz zbiory rozwigzan ponizszych nieréwnosci.
(a) tg(x) =1
(b) cos(z) > 0.

7. Dla podanych rodzin indeksowanych {A; : i € I} wyznaczy¢ U A; oraz ﬂ A,
a) =N, A ={reR:i<z}

el el

(

(a) =7, A, ={reR:i<xa};

(b) I =N, Ai:{meRzl—H%éxéQ—i—H%;

() I=N*, A={reR:1-1<o<i+1};

() I=N", A ={reR:1-1<o<2—-3};

(e) I =NT, Ai:{xER:3+(_l—.ly<x<2i—%};
(f) I = N*\ {1}, Alz{meR;l‘g;”igg:@ 1—%},
(g) I=(0,+00), A;j={{z,y) ceR*:y<i- -z}

(h) I=(0,400), A= {{z,y) eR*:y>i 2}

8. Dla ustalonego k£ € N wyznacz
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U (k=5k+5) o (Y (k= 5.k+3)

a nastepnie



