
Wst¦p do matematyki (lato 2020)

Lista zada« nr 6

Zadania

Wa»na uwaga wst¦pna: nale»y zrozumie¢ ró»nic¦ pomi¦dzy zadaniem 5 z listy 5 a
poni»szymi zadaniami. W tamtym zadaniu mieli±my wyra»enia b¦d¡ce zdaniami oraz
funkcjami zdaniowymi nieb¦d¡cymi zdaniami i nale»aªo rozró»nia¢ te sytuacje. W szczegól-
no±ci niedopuszczalne byªo dopisywanie kwanty�katora kwanty�kuj¡cego np. po x, gdy
mieli±my do czynienia z funkcj¡ zdaniow¡ zmiennej x.

Natomiast w zadaniach z tej listy mamy do czynienia z twierdzeniami (prawdziwymi
b¡d¹ faªszywymi), co jest jasno zadeklarowane. Twierdzenie zawsze jest zdaniem. Je»eli
jego sformuªowanie wygl¡da jak funkcja zdaniowa (pojawiaj¡ si¦ zmienne, które wydaj¡ si¦
by¢ zmiennymi wolnymi), to oznacza, »e na pocz¡tku s¡ domy±lne kwanty�katory ogólne �
wszystkie zmienne wygl¡daj¡ce na wolne s¡ kwanty�kowane ogólnie. Zatem np. twierdze-
nie �Je»eli x jest liczb¡ rzeczywist¡, to −x2 + 2x − 1 < 10.� jest to»same z twierdze-

niem �Dla ka»dej liczby rzeczywistej x zachodzi −x2 + 2x − 1 < 10.� (czego oczywi±cie
nie mogliby±my powiedzie¢, gdyby±my nie mieli tej dodatkowej informacji, »e mamy do
czynienia z twierdzeniami).

1. Udowodnij nast¦puj¡ce twierdzenia, zapisuj¡c je wcze±niej symbolicznie. Postaraj si¦
przejrzy±cie sformuªowa¢ krótki dowód. W ka»dej sytuacji oce«, czy mamy do czynienia z
sytuacj¡ ogóln¡, czy szczegóªow¡.

(a) Je»eli x jest liczb¡ rzeczywist¡, to −x2 + 2x− 1 < 10.

(b) Je»eli s i t s¡ liczbami wymiernymi i t 6= 0, to liczba s
t
jest wymierna.

(c) Je»eli a, b i c s¡ liczbami caªkowitymi oraz a | b i b | c, to a | c.

(d) Je»eli n i m s¡ nieparzystymi liczbami naturalnymi, to n ·m jest nieparzyst¡ liczb¡
naturaln¡.

(e) Niech x ∈ Z. Wtedy liczba 11x − 7 jest nieparzysta dokªadnie wtedy, gdy liczba x
jest parzysta.

(f) Istnieje jedyna liczba caªkowita x taka, »e x2 + 3
2
= 5

2
x.

(g) Dla ka»dej liczby rzeczywistej x > 2 istnieje taka liczba rzeczywista y, »e

y =
x

2− x
.

(h) Je±li a, b, c s¡ kolejnymi liczbami naturalnymi, to a+ b+ c jest podzielne przez 3.

(i) Je±li a, b, c s¡ kolejnymi liczbami naturalnymi, to a2+ b2+ c2+1 jest podzielne przez
3.

(j) Je±li prosta p jest równolegªa do q, a prosta q jest równolegªa do r, to p jest równolegªa
do r.

2. Udowodnij lub obal poni»sze twierdzenia (staraj si¦ jednak nie wykona¢ obydwu polece«
naraz), zapisuj¡c je wcze±niej symbolicznie. Postaraj si¦ przejrzy±cie sformuªowa¢ krótki
dowód. W ka»dej sytuacji oce«, czy mamy do czynienia z sytuacj¡ ogóln¡, czy szczegóªow¡.



(a) Niech A b¦dzie zbiorem. Je±li A ∩B = ∅ dla dowolnego zboru B, to A = ∅.

(b) Dla ka»dego niepustego zbioru A istnieje zbiór B taki, »e A ∪B = ∅.

(c) Ka»da liczba caªkowita nieparzysta jest sum¡ trzech liczb caªkowitych nieparzystych.

(d) Niech a, b, c ∈ Z. Wtedy przynajmniej jedna z liczb a+ b, a+ c i b+ c jest parzysta.

(e) Niech A,B,C b¦d¡ zbiorami. Je±li A \B = A \ C, to B = C.

(f) Istniej¡ trzy ró»ne liczby caªkowite a, b, c takie, »e ab = bc.

(g) Dla ka»dej liczby naturalnej x istnieje liczba naturalna y taka, »e x < y < x2.

(h) Iloczyn liczby wymiernej i niewymiernej jest liczb¡ niewymiern¡.

(i) Niech x ∈ Z. Je±li 3 - (x2 − 1), to 3 | x.

(j) Dla ka»dej dodatniej liczby wymiernej b istnieje liczba niewymierna a taka, »e 0 <
a < b.

3. Oce« poni»szy dowód:
Twierdzenie: Ka»da parzysta liczba caªkowita jest sum¡ dwóch nieparzystych liczb
caªkowitych.
Dowód: Zaªó»my, »e x i y s¡ liczbami caªkowitymi nieparzystymi. Wówczas x = 2k + 1 i
y = 2l + 1 dla pewnych k, l ∈ Z. Wobec tego x + y = (2k + 1) + (2l + 1) = 2(k + l + 1).
Poniewa» k+l+1 jest liczb¡ caªkowit¡, wi¦c liczba x+y jest parzysta, co ko«czy dowód.

4. Oce« poni»szy dowód:
Twierdzenie: Je±li x jest liczb¡ niewymiern¡, a y liczb¡ wymiern¡, to z = x − y jest
liczb¡ niewymiern¡.
Dowód: Przypu±¢my nie wprost, »e liczba z = x − y jest wymierna. Wobec tego z = a

b

dla pewnych a, b ∈ Z i b 6= 0. Poniewa»
√
2 jest liczb¡ niewymiern¡, wi¦c niech x =

√
2.

Skoro y ∈ Q, to y = c
d
dla pewnych c, d ∈ Z i d 6= 0. Zatem

√
2 = x = y + z =

c

d
+

a

b
=

ad+ bc

bd
.

Poniewa» ad + bc i bd s¡ liczbami caªkowitymi i bd 6= 0, wi¦c
√
2 jest liczb¡ wymiern¡,

sprzeczno±¢.

5. Rozwa»my nast¦puj¡cy dowód:

Dowód: Zaªó»my, »e n jest nieparzyst¡ liczb¡ caªkowit¡. Wtedy n = 2k + 1 dla pewnego
k ∈ Z. Wtedy

3n− 5 = 3(2k + 1)− 5 = 6k + 3− 5 = 6k − 2 = 2(3k − 1).

Poniewa» liczba 3k − 1 jest caªkowita, wi¦c liczba 3n− 5 jest parzysta.

Które z poni»szych stwierdze« zostaªo dowiedzione:
(a) Liczba 3n− 5 jest parzysta.
(b) Je±li n jest nieparzyst¡ liczb¡ caªkowit¡, to liczba 3n− 5 jest parzysta.
(c) Niech n b¦dzie liczb¡ caªkowit¡. Je±li liczba 3n − 5 jest parzysta, to liczba n jest

nieparzysta.
(d) Niech n b¦dzie liczb¡ caªkowit¡. Je±li liczba 3n− 5 jest nieparzysta, to liczba n jest

parzysta.



6. U»ywaj¡c symbolu sumy uogólnionej zapisz zbiory rozwi¡za« poni»szych nierówno±ci.
(a) tg(x) > 1
(b) cos(x) > 0.

7. Dla podanych rodzin indeksowanych {Ai : i ∈ I} wyznaczy¢
⋃
i∈I

Ai oraz
⋂
i∈I

Ai.

(a) I = N, Ai = {x ∈ R : i 6 x};
(¡) I = Z, Ai = {x ∈ R : i 6 x};
(b) I = N, Ai =

{
x ∈ R : 1− 1

i+1
6 x 6 2 + 1

i+1

}
;

(c) I = N+, Ai =
{
x ∈ R : 1− 1

i
6 x < i+ 1

i

}
;

(d) I = N+, Ai =
{
x ∈ R : 1− 1

i
6 x < 2− 1

i2

}
;

(e) I = N+, Ai =
{
x ∈ R : 3 + (−1)i

i
6 x < 2i− (−1)i

i

}
;

(f) I = N+ \ {1}, Ai =
{
x ∈ R : 1−(−1)i

2i
6 x < i− 1− 1

i2

}
;

(g) I = (0,+∞), Ai = {〈x, y〉 ∈ R2 : y 6 i · x};
(h) I = (0,+∞), Ai = {〈x, y〉 ∈ R2 : y > i · x2}.

8. Dla ustalonego k ∈ N wyznacz
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